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DISCORSO PRELIMINARE. 

■ I I 1 ^ 1 Il 

Jl disegno , che è Quel mezzo , o sia lin- 
guaggio necessario nella società al con- 
cepimento , ed esecuzione dei progetti , 
non solo per chi li deve immaginare , o 
dirigere, ma benanche per chi deve ese- 
guirli ; ad onta dell’ uso fattone per mol- 
ti secoli , essendo riiiiasto iinperlVlto , 

S erchè non esprimeva esattamente le idee, 
alla immaginazione concepite; seguiva , 
.che gli oggetti proposti nel disegno, oiie- 
hendosi nella pratica sensibilmente diver- 
se da quei, che realmente dovevano es- 
sere, conveniva in seguito, per rimedia- 
re agli errori commessi, accomodarli ed 
aggiustarli a teptone. Or siccome tale o- 
perazione apportava notabile svantaggio 
di tempo , travaglio > e dispendio ; cosi , 
dall’ epoca , nella quale le scienze comin- 
ciarono a pervenire Quasi nello stato di 
loro perfezione , fU impegno degli ama- 
tori delle scienze , applicarsi alla rcltili- 
cazione del disegno . Non riuscirono pe- 
rò vani gli sforzi , e teulalivi iiitrapiVsi, 



iv 

ina ebbero da non molti anni addietro il 
più felice successo , che immaginar si po- 
tesse, mediante l’ invenzione di una scien- 
za ^ chiamata al presente Geometrìa descrit- 
tiva . Of perchè questa viene trattata con 
metodo matematico ; perciò ha meritato 
il luogo tra le più sublimi scienze y che 
sono diirette alla ricerca delle verità, ap- 
plicate ad oggetti suscettibili della mag- 
gior evidenza , idonee ad esercitare le fa- 
coltà intellettuali , ed atte a contribuire 
alla perfezione della specie umana . 

Aflìnchè la Geometria descrittiva fos- 
se proporzionata al perfezionamento del 
disegno y e quindi delle arti y e scienze 
loro analoghe ; conviene , che esponga 
quei metodi grafici , coi quali si possa 
soddisfare a tutte le diverse operazioni , 
e costruzioni da eseguirsi nella pratica : 
quindi deve contenere i. Le diverse na- 
ture generali delle linee y e superficie . a. 
La generazione di queste ultime ^ 3. Il 
modo come rappresentare in disegno il 
punto , le linee , e le superficie . 4- Le 
, soluzioni dei Problemi di posizione , spet- 
tanti alle linee , alle superficie y ed agli 
angoli . bi La maniera come determinare 
non solo la posizione di un piano , o di 
una superfìcie curva, tangente ad una o 



Digilized by Google 



V 

jìiù superfìcie curve, e distinguere i casi 
di solubilità , o insolubilità ; ina benan- 
che quella nella quale un piano , o una 
superficie cui va abbia la posizione nor- 
male ad un’ altra superficie curva . 6. I 
metodi come trovare l’ incontro cur.une 
di due superfìcie curve . 7^ Finalmente 
mostrare la iranicra di appianare le su- 
perficie sviluppabili i Noi però ^ a causa 
del breve tempo destinato alla spiegazione 
di questa scienza , essendo stati costretti ri- 
stringere il corso sopra cennato J abbiamo 
scelto ciò , che è più interessante , affine 
istruire i Giovani principianti talmen- 
te, che si possino trovare nelle circostan- 
ze di ben comprendere qualunque altro 
trattato più esteso , che sopra la stessa 
materia si potrà loro presentare . 

Intanto per far conoscere l’ impor- 
tanza , ed i grandi vantaggi , che risul- 
tano dalla presente scienza , accenneremo 
qui appresso qualche cosa , ma di pas- 
saggio y circa la sua applicazione . 

Qualunque corpo , dopo essersi rap- 
presentato ili disegno , col conveniente 
numero di lince, affiise di farlo viemag- 
gionnente risaltare, o sia di poter ingan- 
nare la visione oculare con quella natu- 
raJe iHusioue, mediaLte la quale nel ini- 
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rare il disegno, sembri guardarsi il rere 
c reale corpo ; è necessario , dopo aver 
fissata una determinata direzione dei rag- 
gi di luce, ombreggiare il detto disegno, 
col determinare non solo le impressioni 
delle ombre , ( le quali si tbrmano sopra 
gli altri circostanti corpi ) e le linee, che 
dividono la parte illuminata de la super- 
ficie del dato corpo dalla rimanente non 
schiarita, o sia non incontrata dai raggi 
della luce ( in modo che si trovino in 
quei siti , nei quali devono esistere , se 
il vero cofpo fusse realmente illuminato 
dai dati raggi di luce ) ma ben anche con 
dare alle tinte quella gradazione al natu- 
rale corrispondente . Or per trovare quel- 
che abbiamo detto , bisognando menare su- 
perficie tra loro tangenti , e disegnare gl* 
incontri di altri tra loro seganti ; sicco- 
me tali operazioni si specificano nella Geo- 
metria descrittiva ; cosi ne risulta , che 
questa scienza 'è necessaria per l’ombreg- 
giainento dei disegni . ^ 

Per esprimere , o sia tracciare , in uù 
foglio di carta la Prospettiva di uno o 
pili corpi in quella maniera , che acca- 
de in Natura , dovendo noi far uso del- 
le superficie tra loro tangenti, e segan- 
ti, si_ vede chiaro, che la presente scieu- 



Digitizr by sJoogU 




• k 

VU 

*a deve ben anche adoprarsi in quest* 
altra specie di disegno . 

Non meno interessante è la Geo- 
metria descrittiva , per la formazione dei 
disegni appartenenti al taglio delle pie- 
tre , e del legname , esprimendo i pri- 
mi le configurazioni da darsi ad ogni 
pietra componente una determinata Foltcìy 
ed i secondi per le combinazioni , e for- 
me dei varj pezzi di legname necessari 
alle costruzioni dei tetto) , ponti , mac- 
chine diverse, ed in particolare dei le- 
gni da guerra ec. ; perchè per 1’ esat- 
tezza dei detti disegni , dai quali l’ ese- 
cuzione pratica deve ricevere norma , e 
direzione,, bisogna far uso, tra le altre 
cose , delle superficie tangenti , uorma- 
Ji , e seganti . 

Per defilamento poi delle fortifica- 
zioni • è niaraviglioso V uso della presen- 
te Scienza , per causa dei piani tangenti, 
e superficie seganti, che si devono ado- 
prare . 

Lo stesso deve dirsi per le costru- 
zioni occorrenti nella Gnomonica, Astro- 
nomia , Geografia ec. 

Finalmente per non dilungarci di 
vantaggio, dovendosi adoprare lo spia- 
namento delle superficie curve sviluppa- 
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bili , e r incontro delle superficie , per 

{ )oter eseguire nelle Arti , come in quel- 
e dei Sarti , Calzolai , Lavoratori di fer- 
ro bianco ec. le convenienti operazio- 
ni in una maniera facile ed esatta ; si 
vede ad evidenza, che le Arti devono 
ancora ricevere norma, e direzione dai 
risuitati della Geometria descrittiva. 
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DESCRITTIVA. 
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1, Li oggetto primano della Geomrtria de- 
scrittiva è il metodo di geometriramentc disegna- 
re , rappresentare , o più coniuneinente projettare 
in una superficie |)iana i diversi corpi , che nello 
spazio hanno , o devono avere detcrniinate forme, 
e posizioni. Dunque 

La. Geoma tria descrittiva è la scienza del 
disegno geometrico. 

L’ oggeitó secondario poi abbraetùa , non solo 
le regole come dalle projezioni ricavare le forme, 
e posizioni dei corpi , ai quali appartengono , ma 
beuancJic le altre per costruirli. 

Quanto a questo secondo oggetto appartiene , 
Tiene, chiamalo Stereutumia , la quale possiamo 
cosi 'tiefinirla 

La Stereotomia è l’applicazione della geo- 
metria descrittiva alle arti, ed alle scienze. 

Per ora esporremo solamente la geometria 
descrittiva^ 

2. Intanto è da notarsi , che la configurazio- 
ne di un corpo venendo det,eruiinata dalla stiper- 
ficie , che lo circonda , è manifesto , che per es- 
sere rappresentalo un corpo , basta projettare la 
i>ua superficie. Inoltre essendo le superficie limi- 
tate , td i suoi limiti venendo espressi da linee , 
segue, che per rappresentare una su[>erficie, biso- 
gna sapere projeture le linee. Finalmente le linee 
essendo anclie esse limitate , ed r suoi termini ve- 
nendo dinotali da punti ) e necessario , per rap-. 
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jiicsentare le linee, saper j)irojeuare i punii. Da 
(juel tlie veniamo di due , possiamo conchiude- 
10 , che 

Per poter esprimere in disegno un corpo , 
conviene super projettare i punti , le linee , e 
le superficie 

CAPO I- 

Delle diverse specie di linee ^ e superficie. 

3 . hima di entrare nella specificazione 
delle proiezioni , conviene conoscere le diverse 
specie di linee , e superficie , che siamo costretti 
nianegi^iare nella presente scienza. 

Dalla planomeiria , e stereometria Ubiamo 
acquistato soltanto le idee della linpa retta , e cur- 
va , la quale si trova tracciata in un piano, que- 
sta pel detto motivo vieti cliiamata curva pianuy 
«o a semplice curvatura. ^ 

Oltre la detta linea, ve n’è un altra chiamata 
a doppia curvatura, cd è appunto quella,' della 
quale gl’elementi non si trovanq tutti in un piano, 
l’cr acquistare una idea pratica di questa curva , è 
sulliciente , avvolgere un filo di ferro in quella ma- 
niera, che si vuole , ed indi buturlo su di una 
siiperfi< ie piana ; se tutta la curva combacia col 
piano , sarà a semplice curvatura, altrimenti dirassi 
a doppia curvatura. , 

4. Una superficie può essere benanche di trt 
specie ; cioè piana ; a semplice curvatura ; ed 
a doppia curvatura. Non vi è bisogno parlare 
delia prima, perchè bastante cognizione se n’è 
(lata nella planon^uia ; resta soltanto esaminale 
^nvfaieqie le generali paiure delle due ultime* 
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Siccome però ( G. S. 77 ) una superficie curva si 
può coiisiderire come un composto di elementi 
di primo , o secondo ordine, che tra loro sism- 
cedono, ed i due conti;*ui s’< incontrano sotto un 
angolo ottusissimo y co»ì , alliiichò Pesame , die fa- 
remo riesca clilaro , cominccreino a considerare 
la prima formazione , cioè , che la sujierficic sia 
composta rlagli elementi di primo ordine. 

ò. Questi elementi potendo essere tutti piani 
o curvi ( non terremo conto del caso , nel qtiale 
sono porzione curvi , c porzione inani , perchè 
ciò che diremo per ciascuna delle due ipote.si , si 
applicherà a questa terza), nel primo caso la .se- 
zione di due elementi contigui qualunque essendo 
linea retta. Segue , che se si suppone restare iin- 
niohile il secondo elemento j ed il primo muove- 
re intorno la sua comune scz.iime , essendosi tra 
le infinite po.sizioni , che può avere, una sola, la 
quale si riliova nella stessa dfrezione , o piano, 
col .secondo elemento , in questo stato li due 
primi clementi ctìl descritto moto formeranno un 
sol piano. Similmente facendo muovere intorno il 
terzo elemento i primi due, che di già formano 
un piano , giungeranno benanche ad una posizio- 
ne , nella quale tutti e tre .si trovano in un pia- 
no. Lo stesso eseguendo per ciascuno dei rima- 
nenti elementi , si troveranno alla fine formare 
tutti una sola superficie piana , la quale parago- 
nata colla superficie curva , perchè il numero de- 
gli elementi , ed il contorno di ciascuno di que- 
sti non si sono alterati nel moto , perciò le due 
aje sono tra loro eguali, non meno che li due con- 
torni . Segue da ciò , che la differenza , la quale 
passa tra le due superficie, non è altra, che nella 
superficie curva due elementi contigui qualunque 
fortQano uo an^jolo il massimo ottuso possibile , 



Oigitized by Coogle 



c perciò setupre minore di due retti , e neiraltrA 
sin>erficie , cioè , nella piana , il detto angolo è 
sempre eguale a due rettiw 

6. La superficie appianau chiamasi sviluppata 
della supétficié curva j é l’ operaiione da ese- 
guirsi , si dice , sviluppare la superficie curva, 
rj. Possiamo per ciò conchiudere , che 
La supeificie curva-, della quale gli ele- 
'mertti di primo ordine sono piani , gode la pro- 
prietà di essere svilùppabile , o sia che si . può 
ridurre a supeificie piana , ed in questo stato 
V aj a, ed il contorno sono rispettivoìnente egua- 
le a quelli della configurazio'ne curvd.^ 

8. Queste superficie per aveK una sola cur- 
vatura , dipendente dalla inclinazione secondo la 
quale sono posti li due elementi contigui di pri- 
mo ordine > si nominano appunto supeficìe curve 
a semplice curvatura. 

9^ Nel secondo caso, nel quale gli elementi 
di primo ordine simo superficie curve, potendosi 
li due contigui incontrare secondo una linea cur- 
va ,^o pure Una retta , dip^dente dàlia natura 
della supei^cie curva , è da se manifesto , die 
essendo detto incontro una linea curva ; siccome 
non può un elemento girare intorno il contiguo, 
ed essendo linea retta , quantunque il moto si 
può eseguire , giammai li due elementi , per es- 
sere curvi , giungono a combaciare can una su- 
perficie piana, cosi ne deriva , che 

lina sufmtfieie curva non si può sviluppa- 
re \ qualora gt elemenU di primo ordine, dei 
quali si vuole. far uso, sono ^ìpelficie curve. 

ift. Queste superficie avendo due Curvature 
secondo il senso delle due loro ihmrasioni , una 
cioè , che appartiene a ciascun elemento curvo, l’al- 
tra spettante alla inclinazione dai due contigui 
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rlementi , perciò vengono chiamate supetfivie cur- 
ve a doppia curvatura. ^ 

11. Volendo poi considerare > che una su- 
perficie curva sia im composto di elementi di se- 
condo ordine ; questi polendosi stimare come su- 
perfide piane , ed i loro incontri essendo linee 
rette ; siccome intorno a queste possono sempre 
girare gli elementi , e mettersi in piano.; così sem- 
bra , che , mediante gli elemenu di secondo or- 
dine , possiamo conchiudere , esser qualunque su- 
perficie curva sempre sviluppabile. 

is. Per dilucidare pienamente questa conse- 
guenza , è da sapersi , che , quanto si è detto nel 
precedente paragrafo, ha sempre luogo, eseguendo 
1 movimenti , e lo sviluppo nella sola immaginazio- 
ne ; qualora poi si vògua effettivamente , o sia gra- 
ficamenlfe, operare , accade lutto l’opposto. Infatti 
per disegnare gP elementi piani di primo ordine 
dovendosi le lunghezze delle due dimensioni 4 i 
o^’ uno determinare col compasso ; siccome ima 
di esse è finita , e 1 ’ altra infinitamente piccola / 
così la prima misurandosi esattamente , e la se- 
conda dovendosi prendere di lunghezza la più 
piccola che ìsi può , ma finita , perchè in pratica le 
quantità infinitamente piccole non si possono esv 
prìmere. Segue, che lo sviluppo quantunque non 
riesce perfetto , nulla dimeno però la .diSerenza 
essendo insensibile , quindi trascurabile , si potrà 
far uso della superficie sviluppau senza timore di, 
errare. Dippiù volendosi alia superficie sviluppata 
dare la configurazione curva ( lo che nelle arti si 
deve sempre eseguire ) ; siccome dopo lo sviluppo 
gli elementi sOno tahneme uniti , che tra loro 
non vi resta inrervallo di sorte alcuna ; cosi que- 
sta circostanza producendo facilitazione nel piega- 
menu» delle parti , si potrà eon a^volezza , e. colla 
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massima esattezza ottenere il risultato della opé- 
Kizione opposta allo sviluppo. . 

Il contrario accade volendo, nello sviluppare 
la superficie , della quale gl’ elementi di primo ordi- 
ne sono curvi , far uso degli elementi di secondo 
ordine. Perchè nel disegnare questi, oltre di com- 
mettersi un doppio errore, per essere tutt’e due 
le dimensioni infinitamente piccole, vi è ben an- 
che la circostanza, che tutti gl’ elementi dopo es- 
sere appianati , non restando ciascuno unito intor- 
n<j intorno con gl’ altri contigui , la faliga sarebbe 
grandissima , e qttasi impossibile riuscirebbe la 
Ibrmazione dello sviluppo della superficie , per 
P immènsa quantità degl elementi da disegnarsi. 
Finalmente supposto superata questa diflicoltà , e 
che si voglia fare 1’ operazione contraria , è chia- 
ro , che nel piegare gP elementi per e,onfigurarli 
a superficie curva ,. non solo dovendosi eseguire 
u9 immenso numero di unioni , ma ben anche la 
superficie risultante non essendo curva , ma quella 
di un poliedro , perciò possiamo definitivamente 
concbiudcrc, che 

Ite superficie curve sono tutte in astratto 
sviluppabili ; quelle poi delle quali gli elementi 
di 'primo ordine sono superficie piane , possono 
graficamente svilupparsi , e si chiamano a sem- 
plice curvature ; le altre poi , che hanno gli 
elementi di primo ordine curvi , non sono ^a- 
ficamente sviluppabili, e si deriominano sriper- 
ficie et doppia curvatura. ‘ 

i3. Prima di terminare questo capitolo e 
necessarib esaminare , quali sono nominativamente 
le superficie- a semplice , ed a doppia curvatura. 

GP elementi di primo ordine delle superficie 
a semplice curvatura essendo piani , e gP incontri 
di uno di essi cpn i due contigui linee rette, die 
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si trovano ^nello stesso piano , il quale è il detto 
elemento di iupìt.zo ; siccome due rette che si 
trovano in uii piano possono avere tra loro due 
posizioni, cioè eli essere paralelle, o concorrenti; 
cosi la figura di ogni elemento potendo essere 
triangolare , o paralellograinma. Perciò 

Lte superjicie a semplice curvatura sono di 
due sole specie , cioè coniche , e cilindriche , 
tutte le altre possibili ed immaginabili suno 
doppia curvatura. 

14 . Si noti , che la base di una superficie 
conica , e cilindrica^ può essere ima curva qua- 
lunque , a semplice' o doppia curvatura , ,e l’es- 
sere circolare , come si e considerata nella Ste- 
reometria , è una ipotesi particolarissima , tra le 
infinite che possono darsi. 

15. Si è stimato dividere in tre classi le su- 
perficie a doppia curvatura. Nella prima vengono 
incluse quelle , le quali hanno per generatrice una 
linea retta , come le superficie curve dei conicunei 
delle scale a lumaca ec. ; le quali per distinzione 
vengono chòdimaxe supeìjicie Storte. Nella seconda 
sono annoverate quelle dette di rivoluzione , ogu’ 
una delle quali ha la generatrice curva, die si muo- 
ve attorno qpa retta come asse; ed il movimento di 
esso chiamasi di rivoluzione regolare , qualora 1» 
gcneratrice^^ne| muoversi un’angolo o una posizits- 
ne costante coll’ asse , o sia che ogni punto della 
generatrice descrive una circonferenza di cerchio, 

1 asse non solo passa pel| centro , ma è hen an- 
che peroendicolare al piano del cerebio ; quando 
poi il detto angolo vana nel moto della genera- 
trice ; o pure alla curva , descritta da un punto 
tlel-a generatrice, manca una o piii delle tre ac- 
cennate condizioni , il moto chiamasi irregolare. 
Vna delle supef^cle'di rivoluzione regolare c la 
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sferica. Alla terza linalmenie appartengono tutte 
Ift rimanenti , delle quali le generatrici sono cur- 
ve, ed il moto non c di rivoluzione; queste ven- 
gono parlicolarmente nominate superficie a dop- 
pia curvatura. 

§i noti , che quantunque le superficie coni- 
che , e cilindriche sono anche di tivolnzione ; 
imlladimeno però per essele la generatrice linea 
retta , e per appartenere alla classe di quelle a 
semplice curvatura , non s’ includono nelle dette 
superficie di rivoluzione. Simifmente alcune su- 
perficie Storte potendo essere benanche di Evolu- 
zione , per la stessa ragione detta qui avanti , noa. 
s’ inclnciono in queste seconde. 

CAPO II. 

V. . . V 

Metodo di projettare. ' • i 

I ’ 

16. Ks3END0.si detto al paragrafo 3^ che in. 
questa scienza considerar si devono soltanto i pun- 
ti , le linee , e le superficie; perciò nel presente 
capitolo esporremo la maniera ,di eseguire le loro, 
projezioni. 

pROJSgroyx di vh punto. 

17. Per projettare un punto , dovendo esser 
fissata la sua jwsizione nello spazio , ragion vuo- 
le , che ci applichiamo a ritrovare prima di tut- 
to, cif che bisogna per detta determinazione. ‘ 

Lo spazio essendo infinito per ogni verso , 
ed in esso un punto da immaginarsi potendosi 
trovare in cia.scuno dei suoi (siti infiniti di nu- 
nicro. Segue» che la posizione del punto sarà ih* 
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«erta , se you si tlctcrmina in rapporto ad altn 
840Ì sili , cioè Jiùmi , )i quali si possono /issare 
arbi^ràrianlenie.i Quindi nutio 1 ’ .esame non si ri- 
duce ad*" altro , che ftiipvare quanii punti sono 
necessari darsi , accip quello , del quale uattiamo, 
resti dctenniiiato di posizione. 

^ 18. Supponiamo elle il proposto punto, che 
chiamiamo /), sia lontano da un altro B cognito^ 
nello spàzio , per una data disunza ; è chiaro , 
che in tale ipotesi , immaginando essere il punto 
B il centro della sfera, della quale il raggio è'ia*''^- ‘ 
data distanza ; ^Iccume, il punto D si può tro.yare 
in ciascuno di qucJli di numero infinito , de- 
terminabili nella superru ic* sierica ; così la sua 
|K>sizione sarà incerta , in conseguenza la deter- 
luinazione di'un solo punto JS non è suBìciente., 

Sia in Secondo luogo il juinto D lontano per 
determinate distanze «la due punti ' cogniti , 

C. Coll’ auuK nto di un altro punto , ’essi tutti , 
formando il numero' di tre , se si uniscdno eòa 
rette , avremo uh triangolo / il quale fatsenclosi 
muovere intorno il lato , che unisce i due punù 
B, Cj con un intero giro., il vertice, che è il punto 
D', descrivendo una circonferenza di cerchio , e 
potendosi ritrovare in «ùascun' punto di questa ; '■ 

f erciò, la sua po:jizione neppure sarà determinali, 
inalincnte se i punti',>cógnili sono tre B^ C , 'A y 
dai quali il punto D sia lontano per determinate 
.distanze,, essendo manifesto, che coll’ aumento 
del punto'' A si ottiene uu’ altra distanza , la qiva- ^ 
le viene a fissare il moto di tivoluzione del tri- 
angolo, «diC in questo caso può avere soltanto «Ibe 
posizioni , una siiperiope, 1’ altra inferiore al pia- 
no dei tre punti By C , A • Quindi powiauui 
CGjichiudere , che 

GeomAescni. • ' ai 
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La posizione di un .punto nello spaz io 
sia xleter^nata j qualora soijUi date le distanze 
di esso a tre punti cogniti. ^ • 

i(]f. Tutti Durili di questa ùltima ipotesi: 

^‘6- «essendo qù itiro" C, B , D, À , ^ due a due si 
uiiisfone con rette, queste {«iungendo al nuinevo 
di sei , ci Somministrano quattro -triangoli , che 
iòrmàno.iina pirainidei triangolar e , della quale i tre 
punti B, C, che sono i vertici degli angoli della 
huse , •esprimono i'tre punti cogniti^ M il vertice B 
quello in questione ; .e siccome in qualunque pi- 
ramide , ahbassaU dal vertice D sulla base la per- , 

' pcndicolare 'DEy.c dal piede E sopra qualunque 
' dei tre lati di essa, comé un altri» perpen- 

dicolare il ‘vertiefe D resta dfeteriuinato dalle 
tre rette BF , FE , ED date di lunghezza e po- 
sizione ; così r i 

La posizione di un punto nello spazio re, 
sta ^ dote Hnmata da ire rettèi, date di lunghe z~ 
ze , f posizioni tati f ehe la prima è posta ad 
angolo rjetto colla seconda , e questa oltre di 
eskere' perpendicolari òlla terza, il piano,, che 
passa per esse due , è. benanche perpendicolare 
a quello deila prima e seconda.^ 

' ?o. Queste tre rette ?f chiamalo coorrf//io/e 
e non è necessàrio, die siano poste tra loro ad 
angolo retto, ma per sola facilitazione si è adot- 
tata tale pasizione.- . " ; 

'• ai.. Inoltre se per gl’ estremi ByfP, J5 delle 
tre C 4 ù>’tlinate , e perpendicolarmente ail esse , « 
lìmno pj^ssare li tre piani BG , BH , j4I , sic— 
corbe abbassando dal punto D sopraddetti piani 
le'petpeiidicolari DK , DLy DE, \e quali ohrq 
-di dmutarc le tre distanze del punto D ai tre_ ‘ 
risulutuo ben andie .eguali alle ^ispct^tiv^^ ^ 
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«óorJmate, e di^ostc duca due ad angolo r§Uoj 
rosi possiamo diré ancora, che ,' , 

Un punto resta determinato nello spazio , 
allorché sona dòte 'le sue distanze da tre piani 
ira loro non paralelli , li quali si chuunano 
piani coordinati , o di projqsione. , - 

3-a. Finalmenle, se un solo dei tre piani , co- 
me ÌÌG y immaginiamo, che passi pel punto 1): 
e sia espresso da JJFEL , in questo caso 'non è • 
i^ccssario far uso di tuui § tre i piani, -ma sol- 
tanto di due, cioè DF, perchd le tre coor- 
dinate BFy PMy.ED esistono in detti due pia- 
ni; cioè cade nella loro comune sezioitej, 
nel piano Aì , ed A'4>>.neir altro DF. 

Inoltre considerando essere A-l , BH i due 
piani coordinati , se < in uno di essi come 5//, si 
tira dall’ estremo F della BF .a questa una peo- 
pendicolare FB y eguale alla distanza , che deve 
avere U punto D dai piano Al'y o ;ia eguale alla 
coordinata DB y.. con tale costruzione la DB Si 
sarli trasportata nel piano B/£, e siccome nel pia- 
no A/ si trova la coordinata JEF perpendicolare 
a BF, ed. egtude alla distanza del punto D al 
piano BH così è manifestò , che dai pun- 
ti £ , Z< tirate le rispettive paralelle ED , LD 
alle FL , FE, ed il foro, incontro dandoci ben- 
anche il punto D di' posizione determinata' 1 
Quindi , ’ ’ * J 

Un punto resta determinato di posizione 
nello spazio , ^ mediante due piani , o pure tre 
ioordinate. 

. .. Di questa verità che è la più facile , faremo 
Ùso'tlel corso di questa scienza. ' 

^ s5. Per comodo , e facilitazione . uno'dei due 
piani supporremo ^ che sia sempre orizontaie , ia 
canseguenz;^ -U secondo risulterà verticale. 
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'24. Un piano orizont.ilc potonclo avere Iiifl— 
hili piiiià Vellicali ; pereiò il secondo piano co- 
ordinalo , cioè quello veriicale 1)110 avere quella 
posizione che piacerà . Queste infinite posizioni 
del ' ])iano verticale , ci soxnnainistrano grande fa- 
cilitazione nei problemi. 

a 5 . incontro’ dei due piani coordinati chia- 
masi per distinzione comune sezione: 

■ i 6 . Premesso, quanto abbiamo detto circa la 

posizione del punto , è tempo parlare della sua 
projezione. . 

Siano B/l, lA i due«pìani coordinati, 
"laVoiimne sezione, c Z) il punto esistente nello 
spazio. Se per D si fa passare una retta qualiui- 
que , la quale concorre col piano orizjoniale AI y 
il punto d^ incontro è quello , che chiamasi rap->- 
presentaiione , o più comunemente projezione 
nrizontaìe del dato punto , se poi la stessa co- 
struzione si esegue neH’aliro piano, che è il verti- 
cale , la projezione si nominerà verticale. Or sic- 
come due piani sono nece-ssarii per la posizione 
dèi punto ; così due sole projezioni bastano per 
rappresentarlo. La projeaione orizontale è quella, 
che dai disegnatori si chiama , Pianta o Piano , 
e la projezione Verticale Projìlo y Alzato y o voì— 
gannente Spaccato. • > 

37. Potendo pel 'piuito D passare infinite 
rette concorrenti col piano coordinato , ed esseft- 
dovene tra esse una sola , che gli è perpendico- 
lare; per faciltà^ ed esattezza nel projcttarc, fa- 
remo uso delle rette perpendicolari ; a causa di 
tale condizione , le projezioni si nominano orto- 
grafiche , noi però per brevità di espressione tra- 
lasceremo di scrivere la detta parola , perchè sem- 
pre la sottoin^cnderemo. 

a8. L.1 facilità ed esattezza cht arrecano neJr 
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le operazioni Ip reue,peipen(lirx)lari sono pur ^rop»- 
po manifeste i.“ perchè T angolo retto è it piu 
cognito y ed unico , a.“ si può con faciltìt costrui- 
re geometricamente, senza esprimerlo in gradi, e 
senza dare il rapporto tra il seno , e coseno , e 
3.° finalmente non esistendo in natura punti ,»• e 
linee mateinaliche , segue , che T incontro di due 
linee non essendo in pratica tm punto , ma 
una' superficie; siccome questa è la minima, qua- 
lora le due linee s’ incontrano ad angolo retto ; 
cosi per questi motivi addotti , si è stimato se- 
guire il sistema ortografico. ‘ 

aq. Se il piano verticale si fa girare imornoc, 
la comune sezione , finché diviene orikontale , in 
tal* posizione formando un sol piano coll’ altro di 
proiezione orizoniale, si viene ad oiteJiere ciò, che- 
si è detto nel paragrafo primo . Intanto è da' av- 
vertirsi , che qucjto movimento , 0 abbassamento 
del piano verticale si fa eseguire ben anche a- 
qualunque altro si sia piano. 

3o. Inoltre essendo lA , BH i due piani di 
proiezione , posti nella loro naturale^ posizione , e 
/) il punto nello spazio ; Se si abbassano sopra i 
detti piani le due perpendicolari i due 

punti E, £/ saranno le proje^ioni del .punto da- 
to. Or le due perpendicolari £jP, LF abbassate 
dalle proiezioni sulla comune sezione BA , ìncón- 
trandosì con* questa in un sol punto . F , segue ^ 
che nel moto del piano verticale , la EF mante- 
nendosi sempre perpendicolare ad .<^5 ; giunto 
che sarà il piano BH nella posizione orizontale , 
le due EF , Z/jP formeranno una sola' retta per- 
pendicolare ad AB {G.P. ). Perciò 

Le due proiezioni di un punto ( dopo ea- 
•serai abbassato il' piano verfical» sull’ altro ori- 
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fiontale^ HiiitK'.con'unci. retta ^ questa deve .pt*- 
here jìej'peependivolare' alta eotnune sezione- 

Da questa veii.là‘''dcriva la sof;ii<{nte, chf 
Se la retta congiungente' due puritL^ iwo 
esistente ifel pianò orizorttale , l’ altro _ nel ver— 
tir-file ahlxàftsaro sull’ orizòntàle - /non è perpen- 
dicolare alla comune sezione. Jji due j^unti non 
sono projvTÙoTÙ spettanti ad un sol punto nel- 
lo, spazia. » - 

, 32 » Finalmcnu* notar si deve , olio proIiii&" 

|<andosi'ii piano oiizontale lA di là della co- 
wone sezione : la p<irzÌQnc lA al dì qua delia 
.HA- , SI 'chiama! piano or, izon lai e positivo, e Fal- 
tra al di ''là piano orìzoniaie negativo. Simil- 
niciitc proluiq^alo al . disotto di J3A il piano ver— 
tieale. , la parte /3,N situata sopra BA si nomi- 
na piano verticale positivo , là rimanente por- 
zione al di sotto piano verticale Negativo. 

- , 35. Il piano veiiie.'ile , iwli’abhassarsi sul pia- 

no orizoniale, dovendo girare intorno la BA ; sic- 
come il moto può eseguirsi al di quà , ed al di Ik 
,di BA ; noi seguiremo sempre questo secondo , 
percUè il piano del disegno-, nel qttale si deve 
pcrace , essendo più sgombro di lince, che rap- 
presentar devoTio i dati *dcl problema , vi accade 
meno confusione. . ^ * '' ò 

34 . Pjfr càusa del detto moto succede , .che 
,dopo 1’ abbassamento del piano verticale , la su» 
porzione negativa combacia .col piano orizoniale 
positivo , e r ailpa posiuva col piano orizontale 
negativo. ' 

*9 

^iUtpfJBZWNS JìZ VJT-d LIXKjU 

, V ■ ' “ * t ' • 

53. Non potendosi 'projettare una linea, se la 
sua posizione nello Spaziò non è deterinfinata j.cofK 



- ; by 




t 







tè 

tiene percip csaniina«E_, priniicranunJlle , ci^» rlie •* 
bisogna' per ciatcnuiuaie la della pusizione. >Per 
prptedere- con ordine, siccome la linea pnp essere 
curva, o mia "focosi comIncx?ren(o dalla priina-.' 

Se della curva si fissa soliamo un pUnio , in- 
torno quesio polendo rltsevere lanie.posizionij (pian- 
ti, sono i tU una sfera > perciò la posizione 

della curva non sarà' deierininata • "Di più doler— 
minando (bie punii , e poieiulo la cwva avere un 
moto di rivoluzione intorno la n;ira Conf'iun^enic, 
i'diie punti , e quindi tante posiuemi quante spr-, 
mi quelle del ra^j'io di nn rercliio, Ceppine sar^, ^ 
deterniiy^ata la posizione. Finaliuente fissando ire 
suoi punii, li f^iair non siano in linea' rolla, um-' 
diiuitp. Faf( 5 .'iunzione del tèrzo punto « venendo fi^ 
saVo il secondo iiKito , reslerà deieruim^a la* posi- 
Ziione biella proposta curva. Perciò 
^ ì^a'ifiHikitwne tli nria c/trva nvlh -spazio re- ^ 
rUi deieriìùmita , (jitalora sono JisscUi tre suoi 
punti , ohe ‘ìvm sono in linea retta._ • , 

Si è dello ehe i tre punti da -fissarsi .nèlla 
curva -Boll devono trovarsi in linea retta, alfine 
d'iiùpediré il seooudo muto di rivoiudoi'ie, p’ercii^ 
aliriinonli . -questo esistendo sempre^ non vi sarà 
determin<izione di jiosiziuue. 

?6. In secondo luogo considerando la linea ret- , 
ta ; sio('oin(t fissando;- un, suo puiilci,-pQÒ essa avere 
infinite posizioni ;■ così eolia dcicrmin azione di un 
secondo punto vetiendosi a distruggere il detto 
moto, pmrliè tutte le parti -della retta sono nella 
(itoasa clii-ezionev Perciò ' • * 

Lia póaiiione di una retta nello spiizio vie-f 
ite - determinata da (fùelle di dito- suoi punti. 

67. Peci nesso quanto abbiamo detto circa j^l 
pu'nto , e supposto essere data peliu spazio- una 
curva ; cùiaranucate si vede ^ cÉtc- abbassando 'dg 
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tutti li punti, che in èka à possorto imiuaginarc, 
delle . I‘crj)cndicolai’i sul piauo; dr.projezione ori- 
xontale, ed unendo i loro piedi con una linea. Sai. 
rà questa /a*/>rq/'e£Ìo/ze 'oiizoniale della data nel'* 
lo spazio. 

58 . La detta coslruaione eseguendosi nei pia,- 
no verticale , otterremo la proj>€zióne verticale 

della curva. ^ , 

5 g. Se per ' le perpendicolari abbassate sul 

piano orizontale si fa passare una superficie , cd. 
un’ altra per quelle sul piano verticale , essendo 
■ oneste della 'specie delle cilindriche ; perciò- la cur- 
va data è l’incontro di due superficie cilindriche 
rene, e le, basi ne sono le pi-ojezioni. 

^ ■ 40. Si noti, che il numero dei punti, li qua- 
li si possono immaginare in una curva , essendo 
infinito , ed in pratica non potendosi ' avei'e tale 
numero. Perciò nell’ eseguire le projezioni , si deve 
determinare quel numero maggiore possibile di 
punti , acciò la costruzione risulti più esatta. 

41. Inoltre per una curva a doppia curvalu- 
r.v potendo sempre passare una superficie cilin- 
drica’; segue , die per esser quesu sempre svi- 
• hippàbile , 4 potrà la curva sudetta ridurre a 
" semplice curvatura , ed essendo questa sempre gra- 
ficamente rettificabile. Perciò 
V Qualunque curva a doppia curvatura è 
sèmpre graficamente rettificabile. 

-- 43. Per projettate ora la linea retta , sicco- 

me abbassando le perpendicolari da lutti gl’ infi— 
bili suoi’ punti, la superficie, che passa per ewe, 
è piana ; cosi la 'linea , la quale unisce i piedi 
di dette perpendicolari , esprimendo non solo la 
proiezione della data retta, ma' benanche rincoii- 
tfo dei due piani ; segue , che per esser _^uestu 
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linea retta , la rjuale resta deteraunau da soli 
due punti. Peroiò 

Ijo projeziom! di una linea retta , generai-^ 
mente parlando , è anche linea retta , e si de- 
termina con unire i piedi- di dite sole perpen- 
dicolari , abbassate sul piano di projezione da 
due suoi punti. 

45. Si è detto generalmente parlando , per- 
chè non sempre accade , che la proiezione di una 
retta è anche retta. Por spiegare ciò con chia- 
rezza , è necessario esaminare i rapporti , che 
passano tra una linea data nello spazio , e la sua 

f >rojezione. In primo luogo supponendo , che la 
inca data sia ret ta , questa con un piano poten- 
do avere tre posizioni ; la 1.* di essergli paralel- 
la ; la a.* perpendicolare; e la 5 .’ ohhlicpia; se- 

S ue , che nella prima posizione , abbassando da 
ue suoi punti le perj>endicolari siJ piano di 
projezione , ed i loro piedi unendoli con una ret- 
ta , la quale , come si è detto , è la projezione 
delia data ; siccome le due peimendicoiari , la 
retta data , e la sua projezione formano un ret- 
tangolo. Perciò 

L>a massima proiezione di una retta , è 
un' altra ad essa eguale , e sì ottiene , qualora 
quella netto spazio è paraìelia al piana di pror . 
jezione. 

Nella seconda posizione poi , le dette perpeit- 
dicolari , abbassate aai due punti , confondendosi 
eolia stessa retta , ed i loro piedi coincideado in 
quello delia retta data. Risulta , che 

La minima projesùone di una retta i rap- 
presentata da un punto , e si ottiene quqtido, 
4a r^ta è perpendicolare al piano di preqe— 
tòppe. 

> Creom.descrity 3 
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^‘ 9 - * tena posizione essendo CE la proje- ' 

zione della retta obbliqua DC; ed il triangolo 
HEC rettangolo in E , segue , che 

l/'ua retta obbliqua sta alla sua projezio^ 
ne , come f ipotenusa al corrispondente cateto 
. del conveniente triangolo rettangolo ; o pure y ^ 
volendo fare uso delle linee trigonometriche , 
come il seno tutto al coseno delt angolo d’ in- 
clinazione , che la retta data fa col piane di 
pntjexione. 

44. Considerando ora , che la linea sia curva 
a semplice curvatura, e la posizione del suo piano 
essendo di tre maniere , cioè paralella , pcipendico-^ 
lare , ed obbliqua al piano di projezione. £ mani- 
festo , che in riguarao alla prima , dinotando la 
curva , e la sua projezione , le basi paralelle dì 
ima superficie cilindrica. Perciò 

Di una curva a semplice curvatura si ot- 
tiene la massima projezione , la quale gli i 
perfettamente eguale , allorohè il piano della 
curva è paradello a quello di projezione. 

Per la seconda posizione è evidmte,'che . 

La minima projezione di una curva a sem- 
plioe curvatura si ottiene , qualora non solo ii 
piano della curva è perpendicolare al piana 
di prelezione , affinchè la projezione risulti li- 
nea retta , ma benanche la curva abbia tale 
posizione nel piarlo y il quale passa per essa , 
che il minimo lato , tra tutti quei degl infimi 
rettangoli ad essa curva circoscritti , sia posta 
paralellamente al piano di projezione , accià- 
la projezione rettilinea risulti della minima lun^ 
ghezza. 

Finalmente la terza posizione, essendo iuten<^, 
media alle due gik dette. Perciò 
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La projezione intermedia di una curva a 
templice curvatura è sempre minore della mas- 
sima , e maggiore della minima. 

45. Conviene ora considerare la terra specie 
di linea ; cioè la curva a doppia curvatura. Per 

3 ucl che si è detto ( $• 5 . ) , tutti gl’ elementi di 
etta curva non trovandosi in un piano , o sia a 

? uesio giammai potendo essere tutti paraleili . 
erciò 

Una curva a doppia curvatura non può 
avere una projezione , che gli sia eguale , ma 
esser deve sempre minore. 

46. Da questa verità segue , che immagi- 
nando passare per la detta curva un numero in- 
finito di superficie cilindriche f siccome le basi 
perjiendicolari ai rispettivi lati dinotano le infi- 
nite projerioni della curva ; cosi 

Se tra il numero h^nito delle basi per— 
perdicolari ai rispettivi cilindri , circoscritti ad 
una curva a doppia curvatura , si trovano quel- 
le due, delle quali una ha la massima, f altra 
la minima hinghezza di tutte le rimanenti , a 
ciascuna di queste due basi si situa paralelta— 
mente , o pure ogn' uno dei corrispondenti ci- 
lindri perpendicolarmente al piano di prvjezio- 
ne ; si otterrà la massima , o minima projezio- 
ne della data curva a doppia curvatura. 

Abbiamo finora considerato una sola linea 
•nello spazio ; è necessario al presente supporre, che 
siano non solamente due , ma eziandio rette , per 
ritrovare le proprietà , che appartengono alle lor« 
projerioni in tin sol piano coordinato. 

Queste duo rette potendosi tra loro combi- 
nare in tre ipotesi , i.* che siano paralelle, 2.» con- 
correnti , e 3.* esistenti in piam diversi ; parle- 
remo perciò particolarmente di ogu’ una di esse^ 
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tPOTSSI. 

4 7. L« posizioui , che le due rette paralelle 
possono avere col piaqio di projezione , essendo tre ; 
1. ’ di essergli perpendicolari, a.^ paralclle, S.'* ob» 
blique , è evidente nella prima posizione , che ^ 
i Se due rette tra loro paralelle , sono j?er- 
pendicolari al piano di projenione , te loro pro^ 
Jezioni sono due punti. 

48. Nella seconda posizione, il piano delle 
due rette se è perpendicolare a quello di proje- 
zionc ; è cliiaro , che nell’ incontro dei due piani 
cader devono le projezioni delle due rette ; se 
poi è eldtliquo ; siccome nel projettare le due 
rette , il piano che passa per le perpendicolari , ab* 
Lassale da due punti m una dfi esse rette su 
quello di projezione , è non solo diverso da quel- 
lo , che passa per le due perpendicolari deir al- 
tra retta , ma ben anche sono tra loro paralelli ; 
così per la geometria solida , essendo , gr incontri 
di due piani tra loro paralelli con un terzo , rette 
tra loro paralelle. Perciò 

Se due rette nello spatio sona paralelle 
tra loro, ed al piano di projezione. Se il piano 
di esse è perpendicolare a tf nello di projezione, 
le prcjeùoni delle due rette saranno espresse 
dà una sola retta ; se poi obbliquo , verranno 
dinotate da due rette dietinte tra loro, e poe- 
raielle . ' 

^ Alla terza posizione appartiene lo stesse 

che si è detto per la seconda. 

a. IPOTESI. 

Si. Non vi è dubbio, che 
Duf rette , le quali topo nello spaxio tra le 0 
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concorrenti , non possono le loro projezionì es- 
ser nel tempo stesso espresse da due punti , 
ìn4L al più una sola. 

5i. Ciò posto, il piano, die passi per le due 
rette, potendo essere i.° paralello, a.“ perpendi- 
colare , e 5.° obbliquo a quello di projezione ; 
siccome, riguardo al primo, per ottenere le pro- 
iezioni , bisojnia far passare per le due rette due 
piani perpendicolari a quello di projezione ; cosi 
a causa della concorrenza delle due rette , gl’ in- 
contri dei due piani col terzo di projezione es- 
sendo ancora due rette concorrenti. Perciò 

Le proiezioni di due rette tra loro concor- • 
renti , ma paraieìte al piano di projezione , so- 
no rette tra loro concorrenti. 

62 . Circa il secondo possiamo dire , cbe 

Le proiezioni di due rette tra loro con- 
ccrrenti.f il piano delle quali è perpendicolare 
a quello di projezione , sono espresse da una 
sola retta. 

53. Al terzo caso applicando ciò, che si ò 
detto pel primo ; possiamo conchiudere , che 

Lfisendo il piano di due rette , concorrenti 
tra loro , obbliquo a quello di projezione; le pro- 
jezioni delle due rette saranno rette tra loro 
concorrenti. 

3. IPOTESt.. 

54* Prima di entrare nell’ esame della pre- 
sente ipotesi , è da premettersi , che se B so- 
no due rette nello spazia tra loro paralelle , e per 
un punto di A si fa passare una retta C, la quale 
abbia quella direzione , che si vuole , e per ua 
punto di B si conduce una parateli a a Cysicco— 
Ole per la geometria solida ^ il piano ^ dia pass« 
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per A ^ e tr, è pffralcllo a q[uello per 5, e 2)/ 
cosi abbiamo , ette 

Se per una di due rette tra loro paralelle 
passa un piano , il quale abbia quella direzio^ 
ne , che si vuole , sempre per P altra retta ve 
ne può passare un altro , non solo paralello al 
prime) , ma eziandio qualunque piano , il quale 
passa per una delle due rette > è paralello al- 
T altra , e per Uttt' e due le rette non vi può 
passare se non un solo piano. 

55. Ciò posto , supponiamo che AB t CD 
siano due rette , le quafì ■ si trovano in piani di- 
versi. Se per un punto F della CD si craiduc* 
F‘S- »la retta J’H naralella &à AB, e pel punto E del- 
la AB la ÉG paralella a CD, sarà ner là geo- 
metria solida il piano AEG paralello all* altro 
CFH, o pure alla retta CD. Inoltre pel punto 
E' potendo passare infinite rette , se st conduco 
una qualunque EI , la quale non esista nel piano 
AEG , e pel punto F un’altra FK jwralella ad 
El i siccome il piano AEI è paralello ad HFK ; 
cosi essendo con (piesto concorrente la CD, .saA 
pure tale , non solo con AEI , ma ben anche con 

3 *^ualunque altro , che passa per AB , escluso il gih 
etto AEG. Perciò • 

Fer una di due rette , che sono tn piani 
diversi, non può passare se non un solo piano 
paralello alla seconda , e tutti gP altri sa^ 
ranno concorrenti ; o pure se vogliamo espri- 
merci diversamente , possiamo dire , che per 
due rette, le quali si trovano in piani t^eni,, 
non possono passare se non due soli piani d> 
determinata posizióne , uno per ciascuna , tre$ 
loro paralelli , e' tutti gP altri* devono esser» 
.sempre scambievolmente concorrenti. 

66. Da questa verità segue, che 
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. fette le qitah si trovano in pia^ 

m diversi -, hanno tale posizione nello spazio 
che U due piani paraleUi, liquidi passano per 
esse , sono perpendicolari a quello di proiezione^ 
le projezioni delle due rette sono rappresentate 
da due rette puralelle tra loro , o pure una da 
un punto , e l’ altra da una reUa , che non- 
posaa pel detto punto, 

57. Avendo parlato delle' projezioni di dnt 
mie in un sol piano, è molto giusto, dire qual- 
che eosa , ma brevemente, circa quelle in tutù e 
due i piani di projozione. Cioè, che 

Se il piano delle due rette , tra loro pa- 
rafile , Q concorrenti , è perpendicolare ad 
uno , ed obbliquo aWcdtro piano di proj e zione, 
Nel primo le due projezioni possono essere es- 
presse da due punti , o da una sola retta e 
nel secondo da due tra loro paralelle o con- 
correnti. 

58. Se il piano , che passa per due ret- 
w/ra loro paralelle, o concorrenti , è perpen- 
polare ai due di projezione , dovranno tutte 
s projeuoni qualunque esse siano trovarsi in 

una sola direzione perpendicolare alla comune 
sezione. 

69, Se il piano delle due rette 'è obbUqua 
ai cUie di projezione , in ciascuno di questi le 
projeziom saranno tra loro concorrenti , o pa- 
ratene , secondochè tali sono tra loro le ^tte 
nello spazio colla circostanza però , che nel 
caso di concorrenza i due punti di concorso , 
uw cioè nel piano orìzontale , e P altro net 
piano verticale, uniti con una retta, questa ri- 
sultar deve sempre perpendicolare alla eomune 
sezione. 

t>o. PinqlmenU ^e il piano delle due rette^ 
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tra loro paralelle o concorrenti^ è paralelto ad 
uno, e pérpendiooìare all’altro di projezione , 
in questo le proiezioni saranno espresse cm una 
sola retta, o da due punti y e nel primo dada» 
rette paralelle o concorrenti. ^ ^ 

6 i. Riguardo alle due rette esistenti^ ile 
spaxio , e le quali si trovano in jnani diversi ; sio- 
coiue per esse possono passare soltanto due piana 

tra loro paralelìi ; rosi 

Se ti due piani , che passar devono per 
duo rette , esistenti in piani diversi , a motivò 
di ottenere le projezioni orizontali , sano tra lo^ 
ro concorrenti , e lo stesso accade in riguardo 
al piano verticale . Le projezioni in ciascim 
piano esser devono tra loro concorrenti , ed i 
due punti di concorso uniti con una retta, devo 
questa essere obhUqua alla comune sezione. 

6*. Se i due piani , che passano per due 
rette esistenti in piani diversi , é che devono 
determinare le projezioni orizontali , sono queia 
appunto tra loro paralelìi , e gV altri , che devo- 
no dure le projezioni verticali, som tra loro con- 
correnti ; saranno le projezioni orizontali dinoti^ 
te da due rette tra loro pnrale.He, o pure da 
una retta, e da un punto e le projezioni verU^ 
cali da due rette concorrenti. . , 

65. Se le posizioni nello spazio ai due re^ 
te, non esistenti nello stesso piano, sono tali,, 
che i due piani paralelìi sono nel tempo stessa 
perpendicolari ai due piani di projezione ; & 
proieiionì in ciascun piano saranno non sola 
ita loro paralelle, ma ben anche quelle di cia^ 
scunft retta si troveranno in una sola , perpen-: 
dicolare alla connine sezione. 

64 . Da quanto alilnamo detto, si ricavano la- 
veriti inverse, che ci devono- servire per conosce-» 
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re dalle projealoai le posiuoiii , che hanno due 
rette nello spailo, ci asteiiij|mo però di specificale, 
perchè sono da per loro stesse facili , c chiare , 
e per lo stesso motivo nelle veritìi sopra enunciate 
non abbiamo apportata dimostrazione alcuna . 

* 65> E da noursi soltanto , che la verità del 

paragrafo 65 appartenendo tanto a due rette , le 
quali si trovano in piani diversi , quanto a quel- 
le, che sono paralellc, non potressimo airistante 
da queste particolari projezioui ricavare la scam- 
bievole posizione, die hanno due rette nello spa- 
zio , perchè cpiesia vien ad essere dubbia . f'er 
uscire da tale imbarazzo, non si ha daiàie altro, 
che projettare le due rette nel terzo piano coor- 
dinato , se in questo le projezioni risultano tra 
loro paralelle , saranno pure tali le rette vere , 
altrimenti esisteranno in piani diversi . 

PROJSZJOyi DRI^B Sf/PSRFTCIB . * 9 "/ *' 

66 . Le superficie dividendosi in piane , ^ 
curve; esporremo colla massima brevità ciò, che 
ad esse appartiene ; avvertendo però , che riguàr^ 
do alle superficie curve , ci restringeremo a con- 
siderare quelle , die sono dotate di generazione , 
e tra queste soltanto le coniche , cilindriche , o 
sferiche . 

^ PRÓJBZIOSB DELhA SCTfBRPi eiB 

67 . Quantunqne in natura tutto è limitato , 

contutto ciò essendo permesso al matematico conf- 
siJerare l’ estensione prolungata sino all’ inlinito^ 
perciò faremo due Ipotesi circa la presente su- 
perficie . Nella prima la supporremo litniiau , e 
nella seconda infinita .. ') 

Geom-<iescrit, 
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68. Il metodo spiegato , per projettare «m« 

' linea, non essendo conveniente alla su|>erficie pia-v 

na ,, perchè il foglio del disegno non solocreste-» 
rehbe imbrattalo da un grandissimo numero dà 
punii, ma ben anche s’ inciamperebbe in nn« 
coufusionc non indififerente, volendo trovare nelle du# 
pro)i'2Ìonì i punti corrispondenti : si è stimato 
perciò sostituirne un’ altro , il quale consiste nei 
proiettare soltanto il ^ contorno della superficie j 
e sict ome questo lo. sappiamo farey cosi ^eseguì-' 
to che sarà , il risultato darà la projezione cer'* 
cata . 

69. Le superficie piana potendo essere pa- 
rarla., perpendicolare, ed enhliqua al piano di 
projeiione ; i rapporti, che pass.ino -^tra essa, e le 
sue pfoiesi<mi, sono qnelU stesti detti per la cur- 
va a semplice curvatura . Si noti pero , che qua- 
lora tMi piano è perpendicolare a qu^ò di'pro-> 
j|eaioine , la traccia in mesto rappreseiUa ben aft« 
ohe ia prQ)eaiono del detto piano» 

; .... 11.' liPQ7«5X , 

70. Là superficie piana infinita non avenda 
contorno alcuna , non si può applicare , pex ot- 
ten.fi;ip'lN,.sua projeùo^, d qhetoda spiata nella 

• ^ prima ipotesi, ma in vece sì adopra il seguente» 

,ch« % . appunto qi'ieUa dtipce)Oitaretre suoi punii, 
,0 p^e;due sue reue.v 

È da.. notarsi però,- che per oltenem 
' . projeaiom di qAeste. due rette coaaiderate) w 

qnajunque sito <Lel plano , dovendoti tracciare 
quatuo prujcziom, emè nel piano verticale y. e 
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le altre nel piano ori contale , segne che,sesìsnp- 
pongano essere le dué rette gl’ incontri del piano, 
che passa per esse , con i due di projezio- 
ne; siccome in questa maniefa è 'necessario se^ 
gnare soltanto due rette , una nel piano orizon- 
tale, e l’altra nel piano verticale; còsi, a causa 
della facilitazione, seguiremo onesto secondo me»- 
fodo ; e quantunque sembra, cne leprojf zinni so- 
no dite, e non quattro, per cui si potrebbe dire 
file le dette rette non sono determinate di po- 
sizione , non ostante ciò , tale assertiva svanisce, 
allorché si riflette.', che perla circostanza di tro- 
varsi una retta nel piano orizontale , e 1’ altra 
nel piano verticale , esse rappresentando due pro- 
Jeàoni, e le altre due cader dovendo nella comune 
sezione , perciò in reaitò le projezioni sono quat- 
tro , e non due . 

72. Gl’ incontri del détto piano con i due 
dì proiezione si chiamano Tracce ; quella nel , 
piano orizontale vien delta Traccia orizontale , 
e P altra Traccia vertibale . 

<73, Se la presente superficie non si volesse 
proiettare mediante le due tracce , si potrò in un 
altra maniera , cioè col dare una traccia , e l* 
angolo d’ inclinazione , che il piano dato fa con 
quella di proiezione, nel quale si trova la data 
traccia . 

Dalle posizioni, delle tracce risultando 
quelle del pi ino corrispondente; conviene perciò 
esaminare le prime, per conoscere le seconde . Si 
noli però, che non sempre le tracce devono es- 
sere due , ma spesso accade, che sia una sola . In 
fatti se un piano qualunque è paralello ad uno 
dei due di proiezione , come al piano verticale; 
è chi aro , che non essendovi concorso con que* 
«tÒ, non vi Barò la traccia verticale, ma solfen- 
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xo quella oFÌzoih^e , e- questa , per la Geometria 
solida , dovendo essere parulella alla comune se-- 
etone , Perciò . 

Se in uno salo dei due piani di projezione 
esiste la traccia , ed è paralelUt alla comune 
sezione , sarà il piano dato paralello a quello 
di proiezione , nel quale non vi è traccia , 

^ 5 . Uu piano essendo concorrente con i due 
di projC2Ìone , se tutti c tre formano la superfi- 
cie lutende di un prisma triangolare ; siccome i 
tre lati sono tra loro paralelli ; così . 

Essendo le due tracce paralelle , alla co- 
Timne sezione ; il piano , al quale spettano , 
Sarà non solo concorrente con i due di proje—. 
cione^ ma ben anphe J'ormerà con essi la su- 
perficie laterale di un prisma triangolare . 

''6. Se poi li tre detti piani costituiscono la su- 
perfìcie later.de di una piramide triangolare ; do— 
▼elido 4 n tale caso le tre sezioni concorrere in 
un punto . Perciò,. 

Le tracce essendo due non paraleUe alla 
comune sezione, ma con questa concorrenti in 
Un sol punU) , il piano delle tracce formerà 
con i due <tì proiezione la superficie laterale 
di una piramide triangolare . 

77. Supponiamo ora , che il piano sia con- 
corredte , e perpendicolare a tutte e due quelli 
di proiezione ; siccome le tre rette d’ incontro de- 
vono avere un punto comune , ed essere duo 
a due poste ad angolo retto . Perciò possiamo 
dire , cdie 

Le tracce , le quali partono da uno stesso 
punto della comune sezione , e sono a questa 
perpendicolari , appartengono ad un piano , 
che è perpendicolare ai due di projezione . 

0 , 78. Finalmente ^ j^iano il quale è pcrpeisi, 
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ad uno dei due di projéwone, come a 
quello orizontalc, ed obhliqno .d piano vellicale j 
siccome , per la Geometria solida, P iucoutro del 
piano dato col verticale, o sia la traccia verticale^ 
e perpendicolare , e la traccia orizontale obltliqua 
alla comune sezione. Perciò 

Se delle due tracce una è perpendicolare ^ e 
t altr-, obhUqua alla comune sezione , il piano 
è perpendicolare a quello di projezione, nel qua~ 
le la traccia è obbliqua y ed è obbliquo all’ 
altro . 

t 

PROIBBIONS T)B1.LA SUPERFICIS COMICA . 

79. Il metodo generale, per projettare una 
superficie curva, non consiste in altro, senon nel 
projettare la sua generazione , o sia la generatri- 
ce , direttrice , ed assegnare la legge , secondo lo 
quale si deve muovere la generatrice . Questo 
metodo però riceve modificazione , secondo die lo 
richiedono le particolari circostanze della super- 
ficie , come qui appresso esporremo . 

80. La superficie conica potendosi conside- 
rare infinita, é finita, ed in qualunque delle due 
Ipotesi venendo generata dal moto di una retta , 
la miale passando sempre per un punto fisso , eh e 
ò il vertice , scorre limgo una curva , che 
rappresenta la direttriee , coll’ avvertenza però che 
se e a semplice curvatura, non deve nel suo pia- 
no trovarsi il vertice . Segue, che se in primo 
luogo la superficie conica è infinita ; siccome la 
generatrice non 'ha lunghezza determinata ; cosi 

Lta proiezione della superficie conica in- 
Jinita si ottiene y con projettare il vertice y e la 
direttrice. 

8t. In secondo luogo nella Inperficie co^- 
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So 

ca iimitaut essendo finita la InngbezBa'deHt 
neratrire . Perciò \ - - - 

La projezione della mperficie conica fi- 
nita si ottiene^ con dare la projezione del ver-, 
lice ) della * direttrice , e separatamente dà 
lunghezza vera della generatrice, noumeno in 
fuesta un punto, il quale' deve trovarsi sempre' 
nel vertice, o pure scorrere lungo la dùret^ièe, 
o con qualunque altra condizione. 

8a. Inoltre essendo permesso supporre , che' 
la direttrice sia base delia superficie conica . In 
questo caso perchè la lunghezza della generatri- 
ce in ciascuna delle sue infinite posizioni è de- 
" terminata dal vertice, e dalla direttrice. Perciò 
La projezione della superficie conica , li- 
rrùtata dal vertice , e dalla direttrice, viene di- 
notata dalle projezioTtt di queste due ultime. 

'83. Quantunque pel cono si può inmagina— 
re un^ altra generazione ( G.S. n3 ); nulladinae- 
no noi seguiremo quella, che qui avanti abbiamo 
descritta , perchè più facile , 

PBOJMI91TB BBLLA atrPBRFICIB OtLfjrDHICjt . 

84 . Questa superfìcie venendo 'formata da' 
una retta, la quale, nel tempo chesi muove pa-‘ 
ralellamente a se stessa , scorre con un suo' punto 
cosumte o varìabtle lungo una curva iimnobi-' 
le . Ne deriva ,'che per essere tutte le porizio- 
ni della generatrice tra' loro paraleile , ‘ e ’ nella 
■superfìcie considerata infinita , la generatrice il- * 
limìtau. avremo che '• *' • 

' La projezione della superficie cilindrica 
irfinka si esprime', col proj ettaro la direttrice 
e la direzione della generatriceT • ' » 

'#66. Qualora poi m superficie si' veglia fini- 
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Ut Ih questo caso la lunghezza della géneratrice 
essendo' limitata .^Perciò 

La proj elione delia aupeificie cilindrica 
finita ai può ottenere in ire diverse maniere . 
1®, Con dare le projézioni della direttrice , e 
quelle di una posizione ilella generatrice di li- 
mitata lunghezza . a*. Con dare la projezione 
delle due basi parale'le , e deW asse y e final- 
mente in 3 °. Con dare le projeiioni della tliret— 
trice , quelle della direzione della generatrice^ 
e separatamente la vera lungheiia di questa 
con un punto in essa segnato , il quale deve 
scorrere lungo là generatrice , o pure con al- 
tra legge, che si vorrà, 

86. Quantunque può considerarsi un altra 
generazione di questa superficie f G. S. ti 8 ), 
titilla dimeno però seguiremo quula qui avanti 
spiegata. 

87. Intanto è da notarsi , che la differenza, 
la quale passa tra lè due generazioni del cono, 
non meno che tra quelle del cilindro , non è 
altra, se non che la linea, la quale in una fk 
da generatrice , nell’ alua esegue le funzioni di 
direttrice . 

rtiOJSZIOXJi DEJCLJ StrPEEFICIB SFERICA. 

88. Ia, generatrice, la quale è la mezza cin- 
confercnea, avendo sempre una lunghezza limita-^ 
ta j sarà perciò la superficie sferica sempre liui-i 
ta . Inoltre il moto essendo di rivoluzione rego- 
lare, e l’asse venendo espresso da qualunquedia- 
metro. Segue, che 

J-'O pmj exione di una superficie sferica si 
può rappresentare in tre diverse maniere 1®. Cort 
dare le proj elioni del centro , e la vera 
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lunghezza del raggio . a". Projettando il cen-' 
tro, ed in uno dai piani coordinati la mezza, 
circonferenza, che gli è parale Ila , la quale ha 
per centro quello della ^era . 3 ". finalmente coih^ 
proj citare in ciascuno dei due piarù coordina»^ 
ti il cerchio massimo che gli è paralcUp 

'CAP, Jll. ,v 

Soluzioni di alcuni problemi . 

89. Quanto nei due precedenti capitoli aJ>biamo cs-«. 
j)òsto , ossendó suftlciente per comprendere , ed 
«seguire, le projezioni del punto , della linea , o 
delle superfìcie; conviene al presente passare alla^ 
es^iosbioue dà problemi di posizione, alUn^è i» 
principianti siano istririti circa le costruzioni gra--, 
hebe, dipendenti dal sopra esposto metodo Geo- 
meuico delle projezioni-. Or questi problemi eS" 
scudo di numero inUnito , a causa della ristret-t 
tezza della presente scienza , ne apporteremo un 
jyuili^ieuuj numero ; fuizi afiixicbè la materia re-» 
sti trattata con ordine, e chiarezza, la dividere-^ 
mo come segue ^ cioè nel presente capitolo ter- 
zo risolveremo quei problemi , ebe riguardano le 
linee, le superficie piane , e gl’ angoli . Nel qua r- 
to mostreremo il modo , come menare un pia no 
tangente ad una su^ierficie curva . Nel quinto tro^ 
veremo le proiezioni del comune incontro di due 
superfii'ie , le quali non sono piane tutte e du e. 
Finalmente chiuderemo questa scienza col quinto 
capitolo , il quale da le regole , come sviluppa re 
graiicamentc una superficie a semplice curva- 
tura,. 
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90. fiata Tifillo spazio una retta terminata , riea~ 
vare dalle proJez.ioni la sua vera lunghezza. 



La soluziono non ha l)isof,'no sempre rii co- 
struzione , a causa della verità diiuosti'atn nel ]>a- 
ragrafo^S.cioè che la projezione di una retta data 
nello spazia è eguale a questa , qirr.lura è para-» 

Iella al piano di projezione.. Quindi, se le pro- 
jczioni di una retta sono paralelle alla comune 
sezione, tale posizione dinotando, die la retta 
nello spazio , e paralella ai due piani di proje- 
zione, Jiasta perciò misurare una delle thie proje- 
zioui, per conoscere la vera lun{;hezza della nata. 

Se una sola projezione, come quella nel pia-i 
no orizontale , sia paralella alla coniiiue sezione, 
in c^ues.'o caso la retta essendo paralella al piano 
verticale , la proiezione in rjuesto d;irà la vera 
lunghezza . Finaltnenle la retta nello spazio cs- * 
scndo obbiiqua ai thie piani di projezione , e que- 
sta posizione coiiDst;en !asi, dal essere le due pror 
jezioni concorrenti colla comune seziona, viè bi- 
sogno di una particahre costruzione , per ottene-» 
re ciò che si cerca . Perciò 

Sia XK il foglio del disegno, u 4 B la 0.0- { 

mane sezione, e CD. EF le projezioni della 
data retta; sapendo, noi, che per oiiHiere una pro- 
jezione come quella orizontale, bisogna uagh 
estretni della data celta abbassare sul piano 01 i— 
zontalc due perpendicolari , ed indi unire i loro 
piedi .fion una retta ; ne <leriva da ciò , che ot- 
tenendosi un trajjc/ào colle delle qivattro rette , 
se questo enetliva>nente si co.sUuisca ; sarà la ve- 
ra lunghezza espressa dal lato opposto « CD • 
Geom.descrijt. 0. 
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La costruzione potendosi “ezegilìr^ in qualutiquie 
sito , è più facile farla nel piano verticale ; taglia- 
ta dunque HI~DC, dal punto I innalzau so- 
pra HI'\dL perpendicolare £K = GE , e condótta 

u FK ; sarà questa la cercata. 

» 

F R O B L. II. 



^x.Data nello spazio una retta , trovane i suoi 
incontri con i due piani coordinati. 

La detta enunciazione per esser espressa in 
un modo del tutto generale , e contenendo i di- 
versi casi, nei quali il problema è 4n tutte o in 
parte solubile , o insolubile , dipendenti dalie 
posizioni lidia retu , non meno ette dalla esten- 
sione dei piani coordinali ; perciò prima di es- 
porre la soluzione , conviene brevemente accen- 
narli , aiCne di poterli distinguere dalie partico- 
lari circostanze, che si assegnftno ai dati . t- 
i piani di projezione potendosi sup[»orr^£— 
ni li, ed infiniti; è chiaro, che se la retta èpa— 
ralella a tutti e due, in qualunque delle due i— . 
poiesi il problema sSft del tutto insolubile ; que-« 
sta posizione si distingue, dall’essere leduepro—^ 
lezioni pavalelle alla comune sezione. 

Se la retta è paralella soltanto ad uno dèi 
due piani ( ciò si conosce qó^du la profezion© 
nell’ altro piano è paralella alnrcomune sezione )j 
sarà il problema, nella ipotesi dei piani infiniti , 
solubile per uno , ed insolubile per d’ altro ; e 
nei finiti solamente solubile col piano conApen— 
te , purché 1’ incontro rade dentro il 
disegno, altrimenti diverrà del tutto insolubile* 
Finalrnente la retta essendo concOrrcnt© 
eoa i due piani ( tale posizione si mauile- 
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«la qualora le.dufi projerioni sono obbliqiie 
alla comune sezione ) , il problema è del 
mito solubile per i piani infiniti , e per li fini- 
ti poi , sarà totalmente solubile se gl' incontri ca- 
dono tutti e due dentro il foglio del disegno, se 
fuori del tutto insolubile; e se uno dentro , e 1’ 
altro fuori , pel primo sarà solubile , e pel se- 
condo insolubile . ‘ 

Passiamo alla soluzione supponendo il pro- 
blema totalmente solubile. 

Sia XF il foglio del disegno, la co- r<g 4 

mune sezione , e \jD , EF le projezioni della 
retta data. 

La CD rappresentando tanto la projezione ori- 
zontale della retta , quanto la projezione , e traccia 
orizontale del piano (che passa per la retta)peiq>en- 
dicolare a quello di projezione orizouiale ; sicco- 
me con questo è concorrente la data retta ; cosi 
dovi'à in primo luogo , 1’ incontro col piano ori- 
zontale trovarsi nella CD , o suo prolungamento. 

'Inoltre il detto punto d'incontro esistendo nel 
piano orizontale , c nella vera retta , perciò la 
sua projezione verticale , dovendo trovarsi nella 
■comune sezione AB , e nella projezione vertica- 
le EF della retta , caderà nel punto G loro in- 
contro . Finalmente le projezioni essendo ortogra- 
fiche , se nel piano orizontale s’ innalza dal pun- 
to G sopra AB \a perpendicolare Gl ; P in- 
contrò H colla CD sarà quello della retta col 
piano orizontale. 

Similmente, volendo trovare P inconim col 
piano verticale , sarà questo il punto K , il 
qpialc si ottiene prolungando la projezione ori- 
zontale CD sino ad incontrarsi colla comune se- 
zione in Z/ , ed innalzando da c[uesto punto sopra 
.^J7,enel piano orizontale, una perpendicolare, ci- 
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Ito ad inconirarsi colla projczione vènioale £i<!m 
un punto eh’ è -fC. , , 

Questo punto trovandosi al di sotto di 
cade nel pia no verticale negativo. 

Dalla detta costruzione si ricava , che nei 

f tiaiii finiti di projczionc, il problema è ii^solubi-f 
e, se il punto G cade fuori il foglio del disegno, 
o pure cadendo dentro, l’ altro lì viene a - tro- 
varsi fuori. Lo stesso vaie nel piano verticale , 
considerando i punti Z» , e K. 

F K o B I/. in. 

Q‘i.Dato nello spazio un piano^ mediante ìaposi»’ 
lione di tre suoi punti, U quali no/t suuiO 
in linea retta , trovare le tracce. 

i 

Si nòli , che al problema ,si è apposta la 
circostanza, che i tre punti non si trovino in 
linea retta , alTlncliè la soluzione risulti deter- 
minata., 

Il problema potendo essere solubile per tat- 
ti e due i piani ai projezioae , o -per un solo , 
ed insolubile per tutti e due , a causa delle di- 
verse posizioni , che il p^ano dato può avere con 
quei (li projezioae, non meno che per la, esten- 
sione di questi. Passiamo perciò a specificar: il 
tutto in astratto, supponendo primieramente., che 
i piani di projezioue siano infiniti , e seconda- 
riamente finiti. 

Riguardo alla prima supposizione, il piatto 
dato potendo avere con i due di projezioue le 
cinque posizioni, spiegate nei paragrafi 74,75,76, 
77, 78; è evidente , che in tutte le dette posi- 
zioni , il problema è solubile per tutti e efue i 
piani di projezione , eccettuatane una, nella qua- 
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le risalu solubile per tin solo piano , ed h:, quan> 
tio il piano dato è paralello ad uno dei due di pruje- 
zione. Pfella seconda poi y supponendo cioè li“- 
luilati li due piani coordinati ; il problema sarli 

I ter tutti e due insolubile o solubile secondo che 
e tracce ( nel caso che il piano dato è inclina- 
to ai due di projezione ) cadono fuori o dentro 
il foglio del disegno; e diverrà per un solo solubi- 
le , quando la posizione del dato piano è para- 
lello ad uno dei due di projezione , e la traccia 
dell’ altro cade dentro il foglio di carta , o pure 
essendo concorrente con tutti e due , una trac- 
■cia cade dentro > e l’ altra fuori del disegno. 

Non essendo molto facile conoscere con un 
colpo d’ oet hio , se delle due tracce una sol- 
tanto , o tutt’ e due cadono dentro , o fuori il di- 
segno ci riserviamo trattare tale assumo , dopo ave- 
re data la soluzione del problema. 

Finalmente in qualrnc posizione del piano 
dato non essendovi bisogno di costruzione , c _ . 
questa in altre potendo essere più o meno facile; 
conviene perciò spiegarle ad istruzione dei Gio- 
vani allievi. 

Se solamente in uno dei due piani coordi- 
nati , come in quello verticale , le projezioni dei 
tre punti si trovano in una linea retta paraleila 
alla comune sezione ; tale circostanza dinotando, 
che il piano dato è paralello a cpiello di proje- 
zione orizonlale,- è pur troppo evidente , che vi 
«ara una sola traccia, rappresentata dalla detta 
retta; tpialora poi questa retta è inclinata , alla 
comune sezione ; siccome il piano dei tre punti, 
c perpendicolare a quello di projezione verticale, 
ed indinato all' altro di projezione orizontale , 
■■cosi le tracce dovendo essere due: perciò quella 
verticale sarà espressa dalla detta retu ; e l' altra 
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, oiieontalc dalla •perpendicoìare all* conati»* se*- 
aione, condotu nel piano onzontale dai pu»to 
d’ incontro della traccia, verticale coll* cotnun* 

«eeione. .... . . 

Se in craactino dei due piam di projeeione, 
le rette congiungenti U tre punti, formano una 
sola colia" «ircosun^a , che quella nel pano 
orientale fa coll’ altri nel piano verucale una 
«ola retta continuala perpendioolar* alla comune 
•j*<>«one ; le due rette saranno le tracce cCTcate , 
perchè il piano viene ad essere perpeadteolare 

ai due di projcEÌone, “ - " 

All’ infuori delle dette posUiom tutte le n»- 
manemi essendo tali, che, le projcziont dei tre 
punti in ciascun piano, uniti due a_ d^ co« »etr- 

* te il devono racchiudere spazio, o sia lorma» 
figura triangolare; siccome la soluwone wsutt* 
più difficile; cosà passiamo ad esporla coH* m«»- 

«■sima possibile brevitk , e chiarezza. 

, su xr il I«iu dd di^ i la 

mone sezione -, eà F , &, H ; C , ^ , A le 
- proiezioni orizontali , e verticali dei tre dati p«^. 

I tré pumi F, O, H si uniscano trai loro 
per mezzo dirette, e lo stesso si facci per gl’ al- 
tri C , i>, -B • «on tal® operazionte ottenent^ 

* due triangoli , che sono le projezioni di < quetìo 
V esistente nello spazio, e’def quale i tre pntttt 
'dati ne sonni vertici; è chiaro, che per trovwre 
1 le due tracce ?, non si ha d* fare altro , ^ aro 

J prolungare il «i*ip del vero triangolo 
^incontrare i' ddé di projeaionc : Per fate am, 

1 dovendosi » * 

atitìaii' geemftdiwrt* parlando , devono passare 
per le due tKfccé . Perciò i loro punti d’ incoB- 
^ >oli pianò prizomale uniti con una retta , « 
ÌA’ altra' qn^li col piano _V«ftic*l* J - qnestd 
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due rene rappresenteranno le tracce corcate ; or 
per determinare la posizione di una retta , es> 
sendo sufilciente fissare due suoi punti . Trovan-^ 
do dunque gl’ incontri di due soli lati del triau->- 
polo con i piani di projezione , si sarà risoluto 
il problema. * 

Per eseguire la costruzione nel disegno , si 
prolunghi CD sino all’ incontro I colla coimme 
sezione, su di questa innalzata nel piano orizou- 
tale la perpendicolare IK, che incontra in AT , 
la FG , corrispondente a CD ; sarà K il piuilo 
d’ incontro col piano orizontale di un lato del 
triangolo . Parimenti trovalo il punto M incon- 
tro col piano orizontale di un altro lato , come 
quello corrispondenti a DE , ed uniti li due 
punti K , M con una retta , esprimerà KM la 
traccia orizontale. In una simile maniera trovan- 
do i due punti d’ incontro , col piano veriiciile 
dei due lati espressi da CD , DE , resterà dise- 
gnata la traeeia verticale. 

Si noti.i.®, che se la traccia orizontale irv- 
contra la comune sezione dentro il lòglio di car- 
ta , come in Nj essendo (juesio pimto comune 
])en anche alla traccia verticale , nel trovare que- 
sta , bisogna deiet’ininare soltanto 1’ incontro col ’ 
piano verticale di uno, e non già di due lati del' 
triangolo. a.“ Se ninno dei tre lati incontra la 
comune sezione dentro il loglio del disegno , in 
questo caso da uno de’ tre punti , comeG, biso- 
gna tirare due rute GO , GP tali, che incon- 
trano yj E dentro il foglio del disegno ; indi dai 
jtunli O, P abitassate le perpendicolari sapraci 
yì B , che incontrano la CE corrispondente ad 
FU , nei pumi , Q , J{ , condotte DQ , DE, 

SI farà uso dei due lati espressi in ]>iojezio> v 
onzontale da GO , GP, ea in projezione (.ve i- 
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ticale da DQ , DR, in vece dei primi due , che ■ 
non incontrano la comune sezione AB dentro il 
fo{jlio del disegno. 

95 . Passiamo ora ad esporre il modo , come- 
conosccre, se, essendo il piano obbliqua coni due* 
di projeziof e , le tracce cadono dentro , o fuori 
il luglio del disegno. 

' 1 punti K , M cadendo dentr» il detto di- 

segno, è par troppo manifesto , che la tracci» 
orizontale sempre si può rappresentare, il dub- 
bio soltanto nasce , quando i due punti / , /à 
cadono fuori , o pure trovandosi dentro., gP al- 
tri K ; M esistono fuori ; per risolverlo 
Fìe-6 Siano C, D, £, ed M , G, H le proie- 
zioni verticali , ed orizomali dei tre punti dati » 
Si facci muovere il piano di questi punti pa— 
ralellamente a se stesso , in modo che i tre pun- 
ti scorrano lungo le loro rispettive perpendi- 
colari , abbassate sul piano orizontale , finché il 
punto il meno distante , che nella presente figu- 
ra è E, si trovi nel piano orizontale , in questa 
posizione la projezione orizontale restando la stes- 
sa, e variando soltanto la projezione verticale , 
per trovarla ; dal punto E si conduca EK pa— 
ralella ad ED dal punto K la Kl paralella a 
DC, finalmente uniti con una retta li punti ly. 

■ E , \l triangolo IKE esprimerà la nuova proie- 
zione verticale del triangolo. Or di questo la trac- 
cia orizontale dovendo passare pel punto M, per 
delerjiiinarla , bisogna avere un altro punto , a 
fare ciò , si trovi l' incontro col piano orizontale 
della retta corrispondente a KI e suppasto esse- 
re F, condotta la HF, sarà questa la richiesta. 
Se ora il piano del triangolo con un moto op- 
posto si rimette nella sua primitiva posizione ; 
siccome la traccia orizontale corrispondente deve 
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essere paralclla, e distante 4a HF pel quarto 
projioi-zionale trovalo in ordine a KO ^ GN ed 
Eh , ( la GN è perpendicolare alla HF ) , non 
meno che cadere verso la parte di X.Z ; così dal- 
r angolo, Z, più distante dei due Z dall^ 

FU, abbassata su di questa una perpendicolaro 
ZP, se risulta minore del quarto proporzionale; 
la traccia orizontale cade fuori il foglio di carta ; 
se^ minore , si trova dentro. Finalmente in questa 
caso, tagliata al quarto proporzionale , .e 

dal punto Q condotta QJK paralella ad FH , si 
sarà trovata la traccia orizontale , indipendente- 
mente dai punti d’ incontro delie rettecorrispon- 
denti alle HE, DC. 

Una simile cosiruzdone eseguendo per tro- 
vare la traccia verticale ; si sarà perciò , median- 
te tutto quello che si è detto , assegnato il mo- 
do come conoscere , se una o tuli’ e due le trac- 
ce cadono dentro, o fuori il foglio del disegno. 

Se il prolungamento di Kl incontrasse fuo-' 
ri del disegno la comune sezione AB, in questa 
caso nel triangolo KHj si deve dal punto K 
tirare un altra retta, che concorra con AB tra 
i suoi estremi , essendo ciò sempre possibile , o 
supposto fatta, si pnjseguirà -la tiiiianento costru- ^ 
zinne , spiegata per la Kh 

Nei rapportati problemi siamo entrati in mol-i 
te speci Reazioni , affine d’ istruire i Giovani prin- 
cipianti nel modo di disaminare , e sminuzzare 
tutti li casi aderenti ad un problema . Or tale . 
sistema rbiscendo molto lungo , se si volesse a- 
dottare per i susseguenti problemi compresi in 
questo capitalo. Perciò quanto abbiamo aeito es-i 
sendo sufficiente a servire di norma , nel caso che 
si volesse far lo stesso con qualunque altro pro-V 
hlcma , procurcreino iu appresso essere più Inevù 

G^omet Asserii. 6. 
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94 ùata nello spazio una retta y e futìrì 
tii ,<>wrt u.'i punto , da queste abbassargli una 
p erpeti clic ol are . 

' Essrndo permesso sdegliere tra gl’ infiniti pia- 

ni verticali quello che si vorrà ; siiptiorremo , ch^ 
si i paralcllo alla data retta, e qninai la sua pro- 
iezione orizontale deve essere paralella alla comu- 
ne seziono.. , 

f.g , ' Sia XV il foglio del disr;,'no; AB la co- 
'mniie sezione ; CD, EF le projezioui della data 
rotta , c Cr , H quelle del punto. 

Supponendo , in astratto , essere abbassata la 
perpendicolare proposta ; se dal punto d’ incontro 
colla retta su d* questa s’ irnin.iginano innalzate 
' inllnite perpendicolari , tra le quali esiste la cer- 
cata ; siccome esse tutte esistono in un piano 
perpendicolare alla data retta 5 cosi essendo que- 
sta paralella al piano verticale. Sarà la projezio- 
Jie verticale dèi detto piano , e quindi della cer-, 
caia perpendicolare, rappreseniata da una retta 
perpimdicolare alla projezvone verticale della data, 
che passa per la projezione verticale del punto. 
Perciò abbassata da H sopra EF la per[>endico- 
la-re HI , e dal punto d’ incontro I sopra la co- 
mune sezione 1’ mtra indefinita IK , che incontra 
la projeziqne orizontale CD nel punto K, con- 
dotta la GK ; rappresenteranno HI , GK le pro- 
iezioni verticali ca orizontali della richie„sta per- 
pendicolare, Si noti , che se la retta è ohbliqua 
al piano verticale^ menandosene un altro , ebe 
sia paralelio alla data retta , ed in esso trasportan- 
do Te proiezioni della retta , e del punto si tro- 
verà, come si è qui^. avanti detto, la projezione ori- 
zontalc dejia pei’j'-cndicoìaie j in cuiisegueuza di 
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questa projczione tleterminanclosi quella 
piano venicalfe , si sarà sciolto il proUcuia. 



, 

nel (iato 



probi,. V. 



q 5 . Far pa^itare 111% piano per un punto 
' rìon esistente in Una retta , il quale a queìla 
sia perpendicolare. 

Sia XY il foglio del disegno; ylB \a. comu-r^, 1 
• ne sezione ; CD , EF le projezioni della data 
retta, ed //, G quelle del punto. 

' Per CD immaginando passare un pianò per- 
pendicolare a quello di projezione orizontale , e 
pel punto dato un altro perpendicolare alla data 
retta , che risulta perpendicolare al jù.'uio , che 
passa per CD', sarauìio il piano orizoiitàle, ed il 
cercato perpendicolari a quello per CD. Quindi 
per Fa geometria solida , la bomune sezione dei 
due primi piani , o sia la traccia orizontale (lei 
piano che si cerca , sarà perpendicolare a CD 
projezione orizontale della tfata retta, ^ella stessa 
maniera si' dimostrerà , che la 'traccia verticale è 
perpendicolare alla EF' projezione verticale doi,*- 

la retta. • 1, j r 

Per terminare la soluzione non si ha da fare 
altro,, che abbassare dal punto dato sulla retta 
una péfpendicolare , . e trovare il suo fneontro col 
piano orizontale : supponendo tal punto essere 
se da (pxcsio si cbhauce ElK perjrendicolare a 
CD , e dall’ incóntro L colla si abbassa so- 
pra EF la perpendicolare LM , le du^ EK, LM. 
saranno le tracce .Cercate. 
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, , fROBIi. Vi. 

96. Per un punto esistente Jkorì di un pià^ 
no , concorrente con i due di proiezione , fame 
passare un altro paraleìlo al dato. 

Fig. ^ Esprima XK il foglio del disegno ; AB 
ooinune sezione ; CI) , DE le tracce del piano 
daio ; ed F , G le projezioni del punto. 

Il piarlo cercato dovendo essere paraleìlo al 
dato, le tracce del primo per la geometria solida 
devono essere rispettivamente paralelle a quelle 
del secondo. Altro perciò non resta a fare , che 
pel punto dato far passare una retta paralella al 
piano dato, e trovare l’incontro con un piano di 
piojezit^nc , indi da questo punto condotta la pa- 
ralella alla rispettiva traccia , e dall’ incontro di 
questa colla comune sezione menata una parcella 
all’altra traccia, le due paralelle saraimo le trac- 
ce cercate. 

Per esegttire la costruzione , si facci passare 
pel dato punto un "piano onzontale , la traccia 
verticale di questo essendo la retta GP paralel- 
la ad AB , se la traccia verticale CD del dato 
piano ha tale posizione > che è incontrata dalla 
GP fuori il disegno , si tagli QH di tale lun- 
ghezza-, che non solo sia commensurahilf con 
QG, ma benanche là HI paralella ad AB \ in- 
contri la CD in un p«uito come /. 

Inoltre supponiamo che HQ sia il terzo di- 
QG, se si abbcissa dal punto I sopra AB la per- 
pendicolare IK , si sarà determinato nel piano 
dato un puntò /, il qualè ha la stessa altezza sul 
piano orizontale , che il punto H, e se dal puir- 
to K si mena sopra DE la perpendicolare KE , 
esprimerà questa la projezione orizontale di una 
retta perpendicolare ' ad LD , esistente nel dato 
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|)!atio , ed A il punto d’ incontro col piano ori- 
Kontulc- Finalineiile verso X , che è J’ angolo del 
foglio del disegno il piu distante dalla DE ^ do- 
vendo cadere la traccia orizontale; risulta, che se 
si abbassa da X sopra DE la perpendicolare XiV, 
e si’ tagl^^7? = /.df-f , per essere G(^= 

3IiQ^ s^^cl punto li si conduce una paralella 
ad ED , si saA trovata la traccia orizontale. Si-» 
vilmente operando cui piano verticale» resterà ri- 
soluto il problema. 

Si noti , che se XN ri ritrova maggiore di 
FM-\-3KE , la traccia orizontale non potrà otte- 
nersi , perr hè cade iirori del disegno , e lo stesso 
accadendo per la traccia verticale , questa « irco- 
stanza dinota , che il problema è del tutto inso- 
lubile , se il contrario , totalmente solubile , e se 
una dentro , e 1’ altra fuori » in parte solubile. 

PROBI/. VII. 

97 . Dati due piani concorrenti tra turo , e 
von i due di projezione , trovare H comune in- 
centro dei due primi. 

Risolveremo il caso più diiEciie , il quale' con- 
.siste nel non incontrarsi le tracce verticali dentro 
il foglio del disegno , e neppure quelle orizontali. 

Sia XK il foglio del disegno; AB la co-/r/^,o 
aiune sezione, CD, DE le tracce di un piano, 

FG, GH quelle dell’ altro. 

Si faccino tagliare i due dati piani da un al- 
tro orizontale, le due sezioni, per essere rette ori- 
zontali, verranno rappresentate nella projezione ver- 
ticale dalla sola retta LM paralella ad AB , ft 
per essere paralelle alle tracce orizontali , devono 
nella projezione orizontale essere dinotate da rette 
«■ispeuivainctìic paralelle alle DE^ GH. Quindi 
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dai punii Z/, M abbassate sopra AB \t. perpen- 
dicolari LN , MÓ , e dai punii N, O tirale le 
NP , OP (che s’incontrano in-P) paralclle alle 
ojnolpgbe DE^ GH -, sark 'P la projezione ori- 
zontale di pn punto del cercalo incoio ; 'se', da 
P si abbassa sopra AB la perpenaM^^ che 

incontra in Q la LM', sarà Q la prOJEzione ve^r- 
ticale corrispondente a P. ... 

Similmente menato un secondo piano^ ori- 
zontale , si troveranno altri due punti , proje^loni 
di un secondo punto dell’ incontro dei piani. Fi- 
nalmente uniti con una retta li due punti in pio- 
iezione orlzoutale > e con un altra quelli in, pro- 
iezione verticale^ con tali rette otterremo le pro- 
iezioni del comune incontro ,dei due piani dati. 

(■ ' 1 

; PROBI.- 



98. Dato un piano ohbliquo ai due di pro- 
jezione , ed un punto fuori éi esso , far pensare 
per detto punto una retta perpendicolare al 
piano, e trovare il loro punto d* ittcontro.' 

Sia XFiil foglio del disegno ; AB la co- 
mune sezione ; CD , DE le tracce ' del dato pia- 
no , ed P , G le proiezioni del punto. 

S’immagini ,.in primo luogo, abbassata del 
punto dato sul piano inclinato la perpendirolare , 
per questa potendo passare infiniti piani tutti 
perpendicolari al dato ,‘ira essi ve ne sarà un so- 
lo , che diiamiamo iW, perpendicolare alla rotta 
DE esistente nel piano inclinato. Or questa 
perchè traccia orizoniale , essendo retta orizonta- 
lè , sarà tanto ad essa , quanto al piano orizon- 
tale perpendicolare M ; ma in questo esisteja per- 
pendicolare cefcau. Dunque abbassando da F sopra 
D-Cria pérpéndicolare FHi siccome questa diuo- 
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ta 1* projezione orizontale dei piano M , espri- 
merà benanche quella della richiesta perpendico- 
lare. Similmente la sua projezione verticale sarà 
rappresentata dalla perpendicolare Gl menata dal 
punto G sopra CD. 

In secondo luogo il piano , che nominiamo 
il quale passa per la ritrovata perpendicolare , 
è per la sua projezione verticale Gl essendo per- 
pendicolare al piano verticale ; è chiaro', che se 
s'innalza da / sopra la perpendicolare /AT sa- 
ranno Gl, /iV le tracce del piano S. Or queste 
tracce incontrandosi colle rispettive del dato piano 
nei pumi K , N , dei quali le projezioni orizon- 
tali (avendo dal punto A abbassata sopra la 
perpendicolare ) sono L , N sarà la retta 
iV/y la projezione orizontale dell’incontro del pia- 
no S col ciato , ma per questo incontro deve pas- 
sare la perpendicolare trovata. Dunque il punto O, 
sezione delle due FU, LE, è la projezione ori- 
zontaie dell’incontro dimandato della perpendico- 
lare col piano dato . Finalmente abbassando dal 
ponto O Sopra \ìl B una perpendicolare , che 
incontri la Gl projezione verticale della per- . 
pendicolarc in P ; siccome questo è la projezione 
verticali corrispondente ad O ; cosi mediante quan- 
to lioora abbiamo detto nel presente problema , re- 
sta questo completameatc risoluto. 

PROBIi. IX. 

99. Dato un piano inclinato ai due di firo^ ' 
jezione trovare t angolo d’ inclinazione che fa 
chn ciascuno di .issi. , • 

Sia XK li diségno-, jìB la’ comune sezione, 
e CD , DE le tracce del dato piano. 

Sappiamo dalla geometria solida che l’ an- 
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^olo dimandalo è quello, che si forma d»He duo 
perpendicolari all’ incontro dei due piani , innal-t 
zate da un suo piHUo , c delle quali una si trova 
in una e l’altra nell’altro piano. Ciò posto , suppo^ 
niamo, ohe si voglia trovare l’angolo d’inclinazione, 
fhe fa '1 piano dato con quello di projezione orizon- 
tale. Kspriuieudo la retta Dii l’incontro di questi, 
due piani , se sopra di èssa s’immaginano innalzale 
da un PUÒ punto F le due sopradelte perpendicà- 
lari; siccome il piano, iihe passa per queste, è, per- 
pendicolare a quello oiizontale, perchè è ori-i 
«Oli tale ; così la FG perpendicolare a DE , ed 
esisterne nel pano orizoutale , dinoterà dell’ an- 
golo cew'ato la proje/ione orizontale. Or questa 
proiezione non somministrando la grandezza dcl- 
I’ angolo ; è inanifesm , che se in FG si determi- 
na nn punto e si suppone essere FU la pro^ 
lezione orizontale di nn triangolo rettangolo , del 
quale il cateto verticale è esjaresso dal punto //, 
e r altro cateto orizontale dalla FJl , costruito. 
que.sto triangolo , l’angolo , che corrisponde al pun- 
to F, sarà il cercato. Inoltre un triangolo restando 
.tleierminato , qiudora sono cognite tre sue cose ; 
•siccome in quello , che veniamo di dire , ne abbia- 
mo soltanto due, cioè il cateto orizontale FU, © 
r angolo -retto ; così convieni; determinare il ca- 
teto verticale, dinotato dal punto H. Per urovarlo 
si tiri alla DE dal punto H la paralcHa III , 
questa esprimendo la projezione orizontale di un% 
retta orizontale , esistente nel piano dato , sarà l’al- 
tezza del pqiuo //■,' cgn ilo a quella di /; ma. 
questa è eguale «d /A', poi pendicpiare innalzata dal 
punto / sopra l.i comiiné sezione, e che termina 
nella C/?y dunque con questa,/.^ resterà deler-t 
minato il cati lo verticale , e nuiiidi il triangolo. 

P<?r costruirla si prolunghi IH irwltCtuiu-n 
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mente , indi tagliata HL—IK e congiunta FLé , 
essendo FJiL il detto tri^ingolo rettangolo , sarà 
l' angolo HFL la vera grandezza dell’ angolo cer- 
cato. 

Una simile costruzione eseguendosi, per tro- 
vare l’ altro angolo , cioè quello, che il piano dato 
fa col piano verticale , si sarà risoluto il problema. 

Si noti , die il punto H si deve prendere 
talmente distante da F , che la per[)endicolare 
IK incontri dentro il foglio del disegno la DC.. 

FROBL. X. 

loo. Dati due piani tra loro concorrenti ^ 
non meno che con quelli di proiezione ; trova- 
re t angolo d’ inclinazione dei due primi piani. 

Sia X.ÌT il luglio del disegno ; la connine fi* 15 
sezione; .CD, DM le tracce ai un piano; e C'/^, 

FM quelle dell’altro. 

I diiq dati piani con i due di proiezione for- 
mando una piramide triangolare , due delle quat- 
tro facce , cioè DEF , DCF sono di vera gran- 
dezza , le altre, jiccorciate , ed espresse in proie- 
zione orizontale, e verticale, dai triangoli G 
GFE, e dagl’ altri DCH , HCF. I lati poi so- 
no tutti di vera grandezza, eccetto un solo , che è 
r incontro, dei due dati piani , del quale le prot- 
jeziuni , sono CH , GE- 

L’ angolo cercato essendo formato da due ret* 
te perpendicolari all’ incontro (Tei due piani , le 
quali partono da un punto del detto incontro, e 
si trovano una in uno, e l’altra nell’altro jiiano; 
jier ritrovarlo, bisógna determinare la verà.gran- 
dez-.a dei detti due triangoli DGE , GFF. 

Si làcci perciò girare intorno la tracci.! ori- 
zontale DM il triangolo vero (EDGIì} il suo vertice 
Geom. deserte. r. 
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G ilescrivpndo una periferia di cerchio, del quale il 
piano è perp''ndicoiare tanto a quello orizontale , 
quanto alla retta DE, caderà perciò la pro)czio- 
n" orizontale di detta periferia nella retta inde- 
fu iia Gl perpendicolare a se centro Z) , 

intervallo DC si descrive un arco di cerchio , che 
tiglia in I la Gl, condotte le ID , lE, il tri- 
angolo IDE sarà il vero corrispondente a DGE. 
Similmente si troverà I’ altro vero triangolo PKE 
spettante ad PGE. 

Or il piano delle due perpendicolari forman- 
do nella piramide una sezione , che è un trian- 
golo , se si costruisce questo , uno dei suoi tre 
angoli darà quello , die si cerca . Per far ciò 
nelle due E1 , EK ( le quali , nel rimettere i 
due triangoli DEI , PKE nella loro vera posi- 
zione , lucendoli girare intorno DE , lAF , com- 
hat iar devond tra loro , e formare 1’ incontro dei 
due piani ) tagliate le porzioni EJj , EM tra 
loro eguali , e dai [)uiui E , M innalzate sulle 
rispettive is7, EK le perpendjeolaii Z.Y, MGy 
che ineonirano in iV, G le DE , EP, se sie.on- 
dnee la NO ; le EN , MO , le quali dinotano 
le due vere perjiendicoiari , e la NQ sona i tre 
lati del qui avanti detto triangolo . Finalmente 
CCtitri N, Q intervalli NE , QH descritti due 
archi di cefehio , li quali s’ incontrano in /* , 
tirale le rette NP , PO , siccome NPO è il 
triangolo , sezione del piano delie due perpendi- 
col. i i colla piruiuide, cosi 1’ angolq NPO. è il 
Rimandato. 

101 . Li qui sopra spiegati prdilemi , si pos- 
spnq diiainare aus|Iiarii , perche d| uno , o più 
di essi Insogna sempre, fare uso negP innumern— 
Voli problemi di posizione , tbe occorrono risol- 
versi, secondo le paiiicolafi ^ircoftuaze de| c(at| 
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Per farne ora veflere la loro applicazione , non 
meno che per meglio avilupparc 1’ iniinaginazio-^ 
nc dei principianti , e fare osservare , per quan- 
to si potrk , il metodo , che tener si dee ; ap- 
porteremo qui appresso alcuni altri problemi. 



F n o D ti. XI. 



103. DalU proiezioni di una curva esi- 
stente nello spazio , ricavare se sia a sem'~ 
plice curvatura. 

Risolveremo il caso, «el quale la conoscenza 
è dubbia , che è appunto , qualora le due proje- 
zioni sono linee curve. 

Supponiamo per un momento , che la cupva 
vera sia a semplice curvatura; è chiaro, che ti- 
rate in essa quante seganti si possono , siccome 
si trovano tutte in un sol piano , così i loro in- 
contri con uno dei due di projezione , esister de- 
vono in una linea retu. Ciò posto. 

Sia ~X.Y il foglio del disegno ; la co -/", ^.14 

mune sezione ; CEF , QlK le projezioni della 
curva. 

Si tiri nella proiezione verticale una segan* 
te DE.f indi dai punti D , E abbassate sulla 
comune sezione due perpendicolari , e supponen- 
do essere i punti d'incontro //, l colla curva 
GIK , i corrispondenti a Z), congiunti col- 
la retta Hf , sarà questa la projezione orizonta- 
le della segante. Avute le prcjezioni , si troverò 
Rincontro della vera segante con uno dei due 
piani di projczioiie , come col piano orizontale . 
Similmente determinate le projezioni di quante 
altre seganti si possono tirare , non meno che i 
loro incontri col piano orizontale , se tutti questi 
ri trovano m linea retta; la data curva sarà a 
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semplice curvalura , altrinienti 'a 'doppia ourv*' 
tura. 

P R O B t. XII. 

• ••ir,. ’f 

io5. Datti una retta ^ ed un punto in es^ 
sa , far passare per detto punto una seconda 
retta, che facci colla prima , e col piano ori- 
zontcìLe angoli determinati 

Per facilitare la costruzione preferiremo , tra 
gl’ infiniti piani di projezione verticale , quello , 
die 'è paralello alla data retta. 

Sia XY il lòglio del disegno : AB la co- 
mune sezione; CD , jBF le projezioni della ret^ 
ta; G, H quelle del punto; / l’angolo che la 
cercata retta deve fare col piano orizontale : eK 
r altro colla ^ata retta, della quale, considei’ere- 
mo soltanto la porzione FfZ). • i . f 

Nel lato IO dell’angolo si trovi il punto 
D tale , che la perpendicolare //ilt sia eguale all’ 
altezza HN del punto dato sul piano orizontale; 
ciò fitto , se centro -G , intervallo GP , eguale 
ad MI, deseri vesi il cerchio PeCf •> si . sarà 
ottenuto un cono retto , del ^uale la base e»- 
-stente ncl ipiajiM orizontile^èifl -cerchio PcQ, la 

n 'ezione ocizontale del vertice è il punto \G,>t 
,>r<ùezione verticale del triangolo per 1’ asse, 
.paralello al piano. verticale, viene rappresentata 
dai triangolo SUR, determinato dalle rette.//^, 
ttlR , che uniscono il punto iH con d. due S,R, 
inconti'i colla comune sezione delle tangenti al 
«•ei'chio PcQ , menate dagli estremi P , Q > del 
diametro paralello ad AB: ed IIS dinota il ve- 
ro lato del cono. Inoltre ogni lato di questo'sod- 
disfacendo ad una condizione ; cioè di forma- 
J re col piano orizontale un angolo r^ale ad I ; 

• resta soltanto ad adempire 1’ alma condizi»- 
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sei o sia trovare tra gl’ infiuiti lati di questo co- 
no quello , che formar deve colla retta data un 
angolo eguale a A’. 

Per fare ciò , se il lato ; che deve soddisfa- 
re alla seconda condizione, si fa girare intorno 
la data retta, formando sempre con questa lo 
stesso angolo eguale a A , si genererà un secon- 
do cono retto ; del quale 1’ asse è la retta data , 
il vertice è il punto dato , e la base circolare , 
per essere perpendicolare alla data retta , la qua- 
le è paralella al piano verticale , sarà per- 
pendicolare a questo; quindi la sua projezione 
verticale dev’ essere espressa da una retta per- 

r n dicolare a CD, Segue da ciò , che siccome 
lato del primo cono , il quale deve soddisfare 
alla seconda condizione , nel girare intorno la 
retta data , due sue posizioni devono essere pa.- 
ralelle al piano verticale , ed in queste posizioid 
r angolo , che ciascuna deve fare colla data ret- 
ta, è eguale a K; cosi dal punto ^/tirate HT 
y che faccino colla DC gl’ angoli TIID , 
DH^ ogn’ uno eguale ix K , t tagliata HT, nou- 
meno eguale ad //iS, vero lato del primo 

cono, se si conduce la Tf ^ ; rappresenterà THy 
la proiezione verticale del triangolo per 1’ asse , 
{ del secondo cono ) paralello al piano verticale, 
e la retta TV projezione venic;de della base. 

Or questi due coni , che hanno lo stesso ver- 
tice , potendo avere tra loro tre posizioni ; cioè 
di -non incontrarsi, di essere tangenti, o pure seganti, 
se ne avranno le particolari conoscenze dalle pro- 
iezioni verticali dei due triangoli per gl’ assi 
THV , SHR. Infatti se il iato HV cade tra 
■DH ed HS , o pure HC ed HR , si verifiche- 
rà la prima posizione, nella quale il problema è 
insolubile ; se in HS , o pure HR , otterremo la 



seconda posizione, ed in qn<^stallprol)lc,n1aès('m‘* 
p’iiceniente solubile ; s« tìnalmeme nell’ angolo 
SUR , la posizione sarà la terza, ed il problema 
è doppiamente solubile. Nella présente figura ve- 
rificandosi la terza posizione; siccome le proie- 
zioni verticali delle due basi sono , SRy le 
quali si segano in a; cosi tifata la retta Jfa, Sa- 
ra questa la projezione verticale dei due lati del 
primo cono , li quali soddisfano beh anche alla 
seconda condizione; se dal punto a s ’ innalza so- 
pra di una perpendicolare, la quale incon- 
tra la circonferenza RcQ nei due punti ^ h , c, 
condotti li raggi Gò, Gc, essendo questi le pro- 
iezioni orizoniali corrispondenti ad //f* , si sarà 
doppiamente sciolto il problema , perchè la^ ret- 
ta cercala potrà essere rappresentata in projezio- 
ne orizontaìe da!l\ Gc, non meno che dalla 
ed in projezione verticale dalla ffa. 

io4- Non sarà cosa fuor di proposito, fare 
qualche riflessione, mediante la quale, si possa co- 
noscere dalla grandezza degl’ angoli dati , nan 
meno che da quello d’ inclinazione col piano 
orizontaìe dèlia dau retta, se il problema è sem- 
plicemente, o doppiamente solubile, p pure in— 
solubile. Infatti essendo la comune sezione, 
CDE la projezione verticale del triangolo per 
l’asse, paralelto al piano verticale, che appar- 
tiene al primo cono , DP la projezione ver- 
ticale della data r^tla, paralelia al piano vertica- 
le; e l’angolo jyiFB quello d’ inclinazione, che 
essa forma col piano orizontaìe : per ciò , che 
si è detto di sopra , è manifesto ; che nella pri- 
nia ipotesi le posizioni della retta cercata , le 
quali rendono insolubile il problema,- sono due, 
cioè DG, DH comprese negli angoli FBC , 
/ MDE . Nella seconda le alue due , che lofauao 
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aempHcemeute solubile, cadono nei due latiZJC, 
Dtd del cono; e nella terza le rimanenti due , 
che danno il proLIonta doppiamente solubile, so- 
no appunto DN t DO, le quali si trovano dentro 
gl’ angoli CDP , EDP lorniati dalla perpendico- 
lare DP , abbassata dal vertice D sulla Base C'iS, 
e dai lati DC , DE. 

Ciò posto , per brevità di espressione chia- 
mando A r angolo DFB , E quello che la da- 
ta retta formar deve colia cercata , ed / il terzo, 
cioè 1’ altro, che la cercata retta deve lare col 
piano orizonutle , il quale deve essere sempre 
minore dell’ angolo retto DPC , acciò si possa 
generare la prima superfìcie conica. £ ciliare, die 
nelb prima posizione DG ddla i. ipotesi es- 
sendo P augolo DCE maggiore di DGC , e que- 
sto eguale ai due GPD , FDG , sarà non solo 
/ maggiore di K-^E , ma benanche I-\-K-\-E mi- 
nore di due angoli retti ; nella seconda posi- 
zione DII , risulta, che I è minore di K\E , 
cd /-ft-f/y è maggiore di due angoli retti. Lo 
stesso ragionamento eseguendo per le posizioni 
DC , DE: DN , /?0, appartenenti alle altre due 
ipotesi , otterremo i corrispondenti risultati espres- 
si dalle due tavole seguenti. 



Tavola l. Tavola II. 




i.° se />A'-f.Z-, ed /-pA+Zy< di dtrc retti 
® ‘ I - 2 .° se /<A-f-Z/ , ed /-f-A-|-Z/> di due retti 
S, se I=K+E, ed /+A+L< di due retti 

r solubile *2." se /<A'-f-Z,, cd I+K+E= a due retti 
se f<K4-E, ed I\K^E< di due retti 
v)uliiie (a ” se J<ìK-\-Ij^ cd di due retti 
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da queste due Tavole si ricava, in ultimo , <di» 



’è insolubile 

|è sempliije- 

> mente solu- 
bile 

è doppiainen- 
‘te solubile 



( 1 .® se 

\ 3." se di due retti 

S I.® se I=K+L 

3.® se due retti 

Ì se non solo/<Jf+Z/, ma ben 
anche /-fjL-j-Z<< di due retti 



Per maggior cliiaresza facciamo qualche ap- 
plioazione, considerando primieramente essere da- 
ta la grandezza di ciascun àngolo in gradi. Per- 
ciò sia /=^5.® K = 3o.° ed Z/ = 77 ."datali da- 
ti risultando di due retti ; saii^ 

insolubile il problema. 

Se K — io3 L — 4Q°t essendo 

53."=/o." 4-4'3'" sarà il proUema semplicemente 
solubile ect. 

In vece di determinare gl’ angoli per inezro. 
di gradi , volendoli che siano ^ espressi graftea- 
menie da RIQ, TKS, ZLF' , mettendo questi 
tre angoli uno appresso 1 ’ altro , come yLZ y 
ZLa , aLb , non vi è dubbio , , che paragonando 
tutti essi con i due retti, per sapere se gli sono 
eguali, maggiori , o minori , o pure se bLa, che 
è eguale all’ angolo /, è eguale , maggiore , o mi- 
nore della somma degli altri due , si avrà la co- 
noscenza «he si desidera. 

.. ie5. Una curva nello spazio potendo restar 
determinata in d^e modi, t.® mediante le sue 
projczkmi , e s.®, se la curva è piana, con da- 
re il piano nel quale si trova tracciata , e se è 
a dopjùa curvatura, con stabilire; le superficie cu r- 
. ,ve, nella comune sezione disile quali trovarsi de- 
ve.: cèhiaro, ebe in questo secondo modo 
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sogna risolvere un problema , che è qu^lo di trac- 
ciare Je projezioni della curva. Per ora esporreiHO 
il caso della curva piana , la quale supporremo 
essere un ebrehio , per mosliare il metu^ , come 
descrivere l’ellisse; riserbandoci l’»altro , ypparle- 
neme alla cuVva a doppia curvatura , nel quinto < 
capitolo , il quale è destinalo appunti) per queste 
Oggetto. 

PROBI.. Xill. 

' 4 ' 

jo6. Dato un cerchio , descritto in ufi pia- 
no di cognita posizione , ritrovare le sue pro- 
iezioni orizontale , e verticale. 

Sia Xl^ il foglio del disegno; AB la comu- 
sezione ; CZ> la traccia orizontale del patino 
dato ; FDE il suo angolo d’ inclinazione col pia- 
no di proiezione orizontale ; GP il cerchio descrit- 
to nel piano inclinato , che si suppone abbassato 
sul piano orizontale , essendosi fatto uiuovcre lu- 
tomo la traccia CD. 

Si prenda nella curva GP un punto qua- 
lunque G, questo nel mettersi il piano nella sua 
vera posizione , descriverà una circonferenza di 
cerchio , la quale in projezionc orizontale cader 
deve nella perpendipolarc GK , abbassata dal pun- 
to G sopra CD ; t^uindi in detta perpendicolare 
trovar si deve la projezione orizonl.ale dd punto G. 

Inoltre il piano dell’ angolo EDF, posto nel- 
la sua vera posizione , essendo perpendicolare alld 
CDy e paralelk) alla GQ , .segue, che tagliata 
DIe=GQ , ed abbassata da / sopra DE la per- 
pendicolare IL , la quale risulta jiaralella a CD, 
es[>rimerà LQ la projezione oriitontale della GQ, 
nella sua vera posizione : quindi il punto L 
projezione orizontale del punto G,*e^ ÌM 
Gfom.descrit. -, 8 



posta 
e la 



- S8 ^ 

r altezza sua sul piano orizontale. La prctjeziouc 
verticale poi è il punto O , il quale si ollicue , 
ablwssando dal punto // sopra la comune sezione 
la nerpcndicolarfc , c tagliando' La 
stessa cAruzione eseguendo per quanti altri punti 
si voguono considerare- nella circonferenza 6'P, 
otterremo un numero di punti nel piano oiizon- 
tale, ed un altro nel piano verticale. Finalmente 
unendo i primi con una curva , c con uid altra 
i fecondi , con esse , che sono le projezioni del- 
la data, resterà sciolto il problema. 

Si noti , che il dato piano essendo obbliquo 
ai due di projezionc , risulteranno due ellissi}, di 
ciascuna delle qua'i 1’ asse maggiore non solo è 
eguale al diametro del dato ccrebio, ma ben an- 
che paralello alla rispettava traccia. L’asse mino- 
re poi risulta in conseguenza. 

P R O B li. XiV. 

107. Data una retta, trovare la sua prò— 
je%ioné in un piano inclinato ai due di proje- 
zione. I 

•* Sia XK il figlio del disegno ; AB la co- 
mune sezione ; C/ 5 , EF le projezioni verticale cd 
orizontale della data rotta, e 'GH; III le tracce 
del piano inclinato ai due' di projezione, nel qua- 
le' SI deve projettare la data retta. 

Essendo sufllcientc projettare due punti di 
questa, come quelli corrispondenti ad F, sic- 
come sappiamo , che la perpendicolare FK , .me- 
nata dal punto F sopra la traccia orizontale III, 
è la projezione orizontale della vera perpendioo- 
-fare, abbassata* sul piano inclinalo da uno jdei due 
puniti, della data retta ; così conviene trovare l’ in- 
centro di questa per/ieodicolare col piano ^incli^ 
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»aio. Per linvonirloj, s’ imnitìgini passare per FK 
un piano -vorikale , in questo trovandosi il punto 
vero di F , e Rincontro , che questo piano la col 
dato; queste due tose non potendosi osservare con 
distinzione nella projezione orizontale , perchè ca- ^ 
dono Ejplla sola retta FK , perciò si abbassi il pia- 
no verticale , jwssante per FK , sull’ orizontaie , 
facendolo muovere intorno la FK ; nel molo il 
vero punto di F descrivendo una circonferenza di 
rcTcbio , la quale in projezione orizontaie cade 
nella FL l erpeadieolarc ad FK ; segue , che ta- 
gliata FL-TD , dinoterò L il vero punto spet- 
tante ad F. Per trovare ora la seconda cosa , cioè 
P incontro del piano verticale per FK col daio , 
dovendo la reiut, d’ incontro parure dal punto l'y 
non si ha da fare altro , che rinvenire un secon- 
do punto. A tale oggetto si determini ne la 
un punto qualunque M , da questo condotta la 
MR paralella ad fff , e da R , incontro colla 
, *ù di quesu innalzata una perpendicolare 
«ino alla traccia verticale GH , essendo GR 
V altezza sul piano orizontaie del punto vero di 
M, esistente nel piano inclinato; pereto prolun- 
gau RM indiretto, bgliata MO = RG, e con- 
giunta la PO ; sarò questa la detta sezione, f i- 
nalmente abbassata dal punto L sopra JPG la 
perpendicolare LQ , essendo Q il punto d incon- 
tro della perpendicolare abbassata dai punto vero 
spellante ad F col piano indinato , se emiro F, 
intervallo PQ si descrive un arco di cerchio, che 
incontra in N h FK sarò N la proiezione del 
punto vero , corrispondente ad , nel piano in- 
clinato abbassalo sul piano orizontaie . La stessa 
costruzione eseguendo per 1’ altro punto 
KupponeiMlo corrispondere ad jS , tirata la iVo , ^ _ 

sarò quesu la cercau projezioBC della retta. _ > 
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. P R O B L. XY. ; - ^ 

108. Date due rette nello spasio, le gitali 
esistono in piani ‘diversi , trovare la vera lun- 
ghezza ^lla lom più corta distanza. 

Sia il foglio del disegno; AB la comu- 
ne sezione ; CD , EF le projezioni di uni) ; e 
GH , LM quelle dell’ altra retta. 

Potendo per le due date rette passare due 
piani uno per ogn’ una , i quali sono tra loro pa- 
valelli , e che si troveranno facilmente , menando 
da un punto della LM una paralella ad EF ^ C 
da un punto di questa un’altra paralella ad LMy 
supposto condotte queste rette , e ritrovate le 
tracce dei due piani espresse da IK , NO \ le 
quali risidtar devono tra loro paralcUe , passiamo 
alla soluzione. 

La più corta distanza 'essendo la perpendi- 
colare a questi due piani ; perciò da un punto, 
F di uno di essi abbassata stdla traccia NÒ del- 
r atliro piano la perpendicolare QPO , in questa 
cader deve la projerionc orizontale di una delle 
infinite ]>osizioai della più porta distanza . Per 
trovare ora la sua vera lunghezza ; siccome essa 
si ritrova nel piano verticale, che passa per QPO, 
ed il quale incontra il piano della traccia NO in 
una retta espressa in projezione orizontalo dalla 
stessa QPO , cosi per osservare il tutto , si ab- 
bassi questo piano verticale sull’ orizontala , la -< 
oendolo girare intorno la <20 ; or il detto incon- 
%ro dovendo passare pel punto ,0, e per un altro 
punto vero , come quello corrispondente a Q ; 
perciò abbassata da questo sopra di AB una per- 

S en'licolare. la (piale incontra la Z>C, corrispon- 
ente ad ÉF , nel punto B ; sarà SB ¥ altezza 
del punto Q. Quindi sopiti QO innalzati la per- 
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pendicolar* QT=SR, congiunta la TOy ed aLbas^ 
saia su di questa dal punto P la pei[»cndicolare 
PP. È chiaro , che quesia è la vera lunghezza 
^clla più corta distanza cercata. 

Se nelle projczioni delle due date rette si 
volessero trovare i punti , che corrispondono agli 
estremi di detta più corta distanza ; si abbassi 
dal punto P sopra PO la perpendicolare PZ , 
essendo PZ la projezione orizouiale della più cor- 
ta distanza , non si ha da fare altro , die trovare 
nei lati Z/<i , Ea due punti uno per ogn’ uno , 
ma tah , che la congiungentc sia eguale , e pa- 
ralella alla PZ. Essendo facilissima questa opera» 
zionc , si tralascia per brevità. Inoltre gl’ estremi 
di questa congiungentc potendosi trovare nei prò- . 
lungamenti aM , aP dei detti lati ; perciò la 
proiezione orizoiitalc della più corta distanza, del- 
la quale gl’ estremi si trovano nelle rispettive date 
rette, è doppia. Finalmente in conseguenza delle 
projeziorti onzontali trovando le proiezioni verti- 
cali, si sarà completamente risposto alla dimanda. 

PROBI.. XVI. 

iCMj. 2n un angolo solido , quadriedro^ nel 
quale un angolo diedro sia rientrante; ger- 
minare il luogo geometrico , che ci facci coào- 
scere , quando la somma di tutti gV angoli 
piani del detto angolo solido sia eguale, mag- 
giore, o minore di.quatlro angoli retti. 

Esprima XY il logli^del disegno ; AB 
corrtune sezione. D , Hit; projezioni del vertice 
dell’angolo solido ; la sezione, che il pia- 

no orizontale forma nelle facce. A tenore delia 
ipotesi sia EKC l’angolo rientrante. „ 

Ser faólitare la costruzione, il piano yerù- 
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cale esser deve pérjierdipelare ad JìCi o sfa che 
a rjucsta è perpendicolare la coiiiùiie sezione 
Considerando la piramide della base hCF , si ab- 
bassi sul piano orizoniale là faccia EDC ^ facen- 
dola muovere intorno il lato iiC, e sia la^vcia 
faccia , espressa dal triangolo ^£Z/C ; sarh * 
golo ELC il vero angolo corrispondenlpc ad^ZPC. 
Lo stesso avendo eseguito per le altre due fac^, 
otterremo gl’ angoli veri spettanti ad ET)F, FDC, 
Or questi due angedi veri uniti ag!i altri due 
delle due' facce rientranti , dovendo la loro som- 
ma essere eguale a quattro angoli retti , affine 
di ritrovare il luogo geometrico cercato^ ; perciò 
determinato 1’ angolo ( che chiameremo T ) com- 
pimento a quattro retti dai due veri appartenenti 
ad BDF , FDC, c diviso in due parti qualun- 
que , si facci l’ angolo QLE eguale ad una del- 
le' due parli, cd jR.EC all’ altra. Ciò posto dan- 
do moto ai due piani QLE , REC , il primo 
intorno LE, il secondo intorno LC , finché le 
due LQ , RL combacino in una sola retta ; 
per trovare la projezione orizoniale di dette 
due rette nel loro combaciamento , si taglino 
EQ ) LR tra loro eguali, e dai punti Q ,R 
abbassate sulle rispettive rette di molo LE , 
Z-C^le perpendicolari QS, Rf^ t le quali tra 1^ 
to s’incontrano in sarà questo un punto m 
proiezione orizoniale del combaciamento delle du# 
QL , RL. Inoltre innalzata da sopra VS la 
perpendicolare Vjl^l indefinita, e centro 5 inter- 
vallo SQ descritto un arco di cerchio , che t g m 
in M la FM, sarà VM 1’ altezza del punto F. 
Quindi abbassata da F sopra AB la perpendico- 
lare, e tagliau NCh=rM , dinoterà O la proje- 
xionc verticale corrispondente ad .V. 

Di più fiiceiido immvéce intorno la £C u 
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triangolo ELC , unitamente al punto vero spet- 
tante ad E'j finche detto triangolo si metta nel-- 
la sua naturale posizione, o sia che combaci col- 
la faccia espressa in projezioiie orizontaic dui 
triangolo EDC , il punto vero dì descriven- 
do un arco di cerchio , il quale uella juojezio- 
ne orizontale deve cadere nella r^tta per-- 
peiulicolare a CG , e nella projezione verticale 
nell’ arco di cerchio descritto col centro <r , ed 
intervallo GO ; per determinarlo , siccome dopo 
il moto la QiN deve cadere in GEL; così in que- 
sta tagliala Gb—GNy e dal punto b innalza- 
ta sopra GII la perpendicolare bP=^NO , sa- 
rà P la projezione verticale del punto espresso 
da E, se da P si abbassa sopra AB la perpen- 
dicolare , ciré incontra in a la Va , esprimerà a 
la projezione orizontale. 

Finalmente ritrovato 1’ incontro c col piano 
nrìzontalc della retta, della rjuale le projezioni 
sono Da , HP , se si conducono le rette cE , 
c’C,è manifesto, die essendo la somma dei quat- 
tro angoli veri corrispondenti a cDE^cDC^FDEf 
FDC eguale a quattro retti ; sarà c un punto 
del luogo geometrico cercalo. 

Dividendo il sopradetlo angolo T, compimen- 
to a quattro retti , in altre due parli diverse dall» 
prime due sopradette, e poi in altre, ed in altre, 
eseguendo la stessa costruzione , otterremo altri 
punti, quali uniti con una linea edef , questa 
sarà in luogo geometrico cercalo, perchè qualun- 
que suo punto, come g, immaginandolo unito con 
D mediante una retta , risulta sempre la somma 
dei quattro angoli gDEf gDC^ FDE ^ FDC e- 
guale a quattro retti. 

È però da notarsi ; i che l’ angolo EEC 
dovendo contenere, o essere contenuto nell’ an- 
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golo rientrante EKC. Perciò non dobbiamo te- 
ner conto , se non dpi luogo geometrico dge com- 
preso ne' prolungamenti , dei lati CF ^ ÈF. 

2.° Che se il punto g si determina nello 
spàzio iniinito mistilineo ideiti quattro an- 

goli sono maggiori di quattro retti , se poi nello 
spazio finito dgeFy o pure nell' altro indefinito 
EFC ( supponendo prolungati all’ infinito i Iati 
EF, FCi ) la detta somma è minore di quattro 
angoli retti. 

' 5.® La linea dge, a tenore elle si accosta 

all’ angolo F, divenendo più corta , in modo che 
giunta in detto angolo , risulta eguale al zero ; 
Tale circ4>stanza non solo dinota, che il punto g 
determinandosi nello spazio indefinito delP angolo 
4Ffi la somma dei quattro sudetti angoli è mag- 
giore di quattro retti ; e nell’ altro dell’ angolo 
indefinito EFC, ne è minore ; ma eziandio , che 
Ja somma dei due angoli veri appartenenti ad 
EDF, FDCh eguale a due retti. , 

4 . Finalmente , se il luogo geometrico in- 
contra i,lati EF, FC, o i loro prolungamenti 
a sinistra, accade l’opposto di ciò, che si è det- 
to al qui sopra n.® 2.® ' 

C A P O IV 

Dei piani tangenti alle superficie curve, 

• ( 

. r 

IJO. XJn piano può avere con una super- 
ficie curva tre posizioni . La prima si verifaca , 
qualora non hanno tra loro neppure un puntò 
comune , ancorché tutt’ e due si prolungano al- 
l' infinito. La seconda accade , se oltre di avcEis 
le due superficie uno o più punti , o pure ùna 
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linea comune , si trova la superficie curva tuli i 
verso una stessa parte del piano , cioè a destra 
o.a sinistra. Questa posizione è appunto qjiella , 
che diresi tangenziale , o sia j che il pi.uio X" 
tangente alla supcrlieic curva. La terza finalmente' 
consiste nell’ avere il piano non solo mia liniu" 
comune colla superficie curva , ma eziandio net 
trovarsi questa talmente disposta , che una sua 
porzione cade verso la parte destra, e Ih 'rimanente ’ 
verso la sinistra del piano . Per 'tale parlicolarc 
posizione, il plano dicesi segante rispetto alla su- 
perficie curva. 

111. E da notarsi perA , die la circostanza- 
tangenziale si divide in due altre, cioè In quella 
della generale , e nell’ altra chiamata particola- 
re ; la prima ha luogo , quando il piano , c la 
superficie curva, prolungati, non si segano giam- 
mai : ^ la seconda allorché succede l’opposto. 

ii‘J. Premesse le sopradetie distinzioni; è 
tnanifesio , che se pel jitiiuo di contatto di un 

f ilano con una siipcrlicie curva si fanno passare 
iifiniti piani seg.'inli le due superficie , ciascuno 
di essi formando dne sezioni , delle quali quella 
col piano tangente è sempre linea retta , e l’altra 
colla superficie curva è ordinariamente una curva 
siccome a^^piesta , non meno che alla superficie 
curva è tangente in dello punto di contatto !a 
prima sezione rettilinea ; così potendosi sempre, 
immaginare , e costruire Una superficie tale , che 
le dette infinite tangenti, menate ad essa da un 
suo punto , sì trovino , o no in un Sol piano ■ 
possiamo perciò dire , che 

j 4 d una superjìcie curva , non sempre si 
può menare un piano , che gli sià tangente irt 
un determinato punto. 

Geom.deserit. g 
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11 3 . È facile ora, da quanto si è detto , tro- 
vare il modo, come conoscerè , se ad una data 
superficie curva si può menare un piano tangente< 

Questa soluzione si ottiene con determinare 
le sezioni, che formano (colla superficie curva) in- 
finiti piani seganti , li quali passano per un pun- 
to in essa preso ; indi da questo punto comune 
a tutte le sezioni menate le rispettive 'tangenti , 
e trovati gl’ incontri di queste , col piano orlzon- 
tale, o pure con qualunque altro, che si vorrà, 
se per tulli delti punti a’ incontro vi passa una 
rena , si potrà menare il piano tangente , altrì- 
menii accaderk 1 ’ opposto. 

114. (Questo metodo , che è il generale, ri- 
ceve modificazione più facile , a tenore delle par- 
ticolari generazioni , cJhe si destinano alle super- 
ficie curve , come si esporrà in seguito. 

11 5 . Qualora poi siamo sicuri , che ad una 
data superficie cui va si può menare un piano 
tangente , per determinarlo , basterà soltanto ti- 
rare due sole tangenti , percliè per due rette , che 
s’ incontrano , passa sempre un piano. 

1 16. Affine di render più chiaro , ciò che 
abbiamo detto al paragrafo 112., apporteremo per’ 
brevità 1’ esempio di una sola superficie curva 
alla quale non si può menare un piano tangente. 

bia XY il foglio del disegno; AB la comu- 
ne sezione ; il punto C , e la retta EH le proje- 
zioni di una prima retta perpendicolare al piano 
orizontale , ed IH ^ GF quelle di una seconda 
obMiqua al detto piano orizontale, la quale non* 
si trova nello stesso piano colla prima, e che per 
facilitazione supporremo essere fa ^a projezione 
orizontale IH perpendicolare ad A3. 

Se da due .punti qualunque della seconda 
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»eiu , espressi in proiezione oritontaJe da /, 
si suppongono abbassale sopra la prima due per- 
pendicolari , venendo queste dinotate in projezio- 
orizontale dalle //C, iC; segue, che facendo muo- 
vere il sistema delle quattro rette , composto dalle 
due date, e dalle due perpendicolari , iiitoroQ alla 

S rima retta come asse ; sicconic ciascun punto 
ella HI nel moto viene a descrivere una circon- 
ferenza di cerchio , del quale il centro si trova 
nell’ asse , ed il suo piano è a questo perpendi- 
colare ; cosi la retta HI descriverà una superfi- 
cie di rivoluzione regolare. Or qualunque .si,a la 
natura di questa superficie , venendo essa scm- 

S re generata dalla rivoluzione intorno all’ ass& 
ella linea, che è sezione prodotta da mi pnino. 
segante la superficie curva , il quale passa per 
r asse. Perciò la presente superficie avrà una se- 
conda generazione. Passiamo primieramente a 
determinare la natura di detta sezione. 

Qualunque sia la direzione del piano segan- 
te , il quale passa per 1’ asse , risultando sempre 
la medesima sezione ; perciò supporremo per fa- 
ciltk , (die detto plaqp sia paralello a quello di 
proiezione verticale : segue da tale ipotesi , che 
la jprojezione orizontale di questo uiano non solo 
Sara espressa dalla retta KL paraiella ìlA AB y. 
ma ben anche in essa cader deve proiezione 
orizontale delia sezione ; non resta dun(j[uc a fare 
altro , che trovare la sua proiezione verticale , cioè 
le proiezioni verticali, det. punti d’ incontro delle 
circonferenze , che descrivono i, punti della HI , 
col piano segante. 

Per fare ciò, sì rifletta, che i centri di que- 
sti cerchi cadendo in proiezione orizontale net 
solo punto C , ed i raggi essendo le rette , che 
■^fui^cono il punuJt C con ciascuno, di quelli dcH%^ 
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Tfitta HT\ perciò detcrminató in questa tui pnnl^ 
Mi, condotta la Cy?f, c descritto col centro G cd 
inicrs’allo Ci?/ 1’ arco 3TO , il punto O. saiM la 
proiezione orizontale di uu punto della curva di 
sezinne . Per determinare ora la corrispoudenie 
projezione verticale ; esprima NP la comune se- 
zione del tprzo piano coordinato , ed in questo la 
projezione della prima retta sia Lr , e della se- 
conda PQ j abbassata dal punto 31 sopra NP 
una perpendicolare indefinita , la porzione PS es- 
sendo r altezza del punto 3T, non meno che dcl- 
Y altro P; perciò da questo punto tirata una ret- 
ta indofmita perpendicolare ad AB , e tag lata 
j'y—RS sarà la projezione verticale corn- 
spondeiue ad V, Simiìmenie operando per tutù 
gl* altri punti, ebe si determineranno nella HI , 
si otterranno tanti punti nella projezione verti- 
cale , i qoali uniti con una linea, come / 
questa sarà la cercata projezione verticale dell^ 

*^^'°Premessa la delta costruzione , sì descrivano 
con ì due raggi P.W , CI le mezze circonferenze 
dMO, elf 'nMX tagliata Cm= pg-y abbassata su di 
AB\dt perpendicolare indefinita mn; latta 
condotti da « la n/> paraldla ad ^^; e tirate e 
altre linee, che si osservano nella figura, per U 
proprietà del cerchio abbiamo 

e dfry^O : io* 

X/JÒ, sostituendo, otterremo fV . qp — /ioXoo 
■ npXpb- Or questa proporzione appartenendo alla 
Iprrl>ole ; perciò la curva di sezione è Iperbole , 
c la superficie curva, generata dalla retta appar- 
lencnta ad //|, è della classe delle Iperboloidi. In 
conseguenza possiamo concbiiidere , che. 

" L(t proposta superjiaie curva è quella 



I 



69 

im Iperboloide y la ^ fui le ha due generazioni , 
ed una di esse deve avere per generatrice una 
U/iea retta, 

ìì-j. Passiamo ora ad esaminare se alla so^ 
predella siiperiicic si possa menare un piano lan- 
jljcnte. 

Si dovroLte , secondo die si è dello nel pa- 
ragrafo li 3- ; menare un numero infiniio di tan- 
genii alla superficie curva da un suo punlo , tro- 
vare i loro inconiri col piano orinomele cc. Que- 
sta operazione in alcuni casi riuscendo mollo lun- 
ga , bisogna trovarne un’ altra. 

Pef avere un indirizzo da riuscire con facil- 
U» nclja ricerca , conviene avvenire i," di darò 
a ciascun piano segante ciucila posizione , die for- 
mi nella superficie curva una sezione reliilinea , 
perchè questa confondendosi colla risjiclliva tan^ 
gcnte , non bisogna altra operazione per deicrmi- 
narla. g,® Se ciò non è possibile, conviene, che 
le delle sezioni risultino circolari , per essere fa- 
cilissimo il modo di menare ad una circonferenza 
una tangente, 5.“ Se lai cosa neppure può acca- 
dere, è necessario, che i piani seganti siano per- 
pendicolari ad uno dei due piani di projezione, 
acciò in questo le projezioni delle sezioni essendo 
linee rette , si possa risparmiare la faiiga di trac- 
ciare le curve di sezione. In 4-° cd ultimo luo- 
go , supponendo essere la superficie curva gene- 
rata da una linea retta ; siccome pd punto de- 
terminato in delta superficie vi passa una sola 
posizione /della generatrice •; cosi facendo passare 
per questa il 'piano segarne, c la generatrice cpn- 
Tondeudosi cplja sezione , e colla corrisponden- 
te tangente; pcxciò il piano tangcnlc deve sem- 
pre {(lassare per una posizione della generatrice 
Rettilinea. Inoltre supponendo per uu momctito 



\ 



jd by GoogU 



potersi menare alla superficie corta un piano tan- 
gente , ed essersi questo di già condotto , se le 
due superficie ^ cioè la curva , e la piana tangen- 
j te , si fanno tagliare da due piani tra loro para- 
/ lelli, li quali passano per due diversi pupti della, 
generatrice ; le due sezioni col piano tangente 
dovendo essere , per la geometria solida , rette 
tra loro paralclle . Segue , che se le dette due 
tangenti non risultano paralell.e , ciò è segno , che 
per la detta generatrice non può passare un piano 
tangente alla superficie curva. 

Quanto veniamo di dire , ci somministra il 
modo , come facilmente risolvere il proposto pro- 
blema. 

In fatti essendo C la projezione orizontaTe 
dell’ asse ; ed HI quella dì una posizione della 
generatrice ; in questa determinati due punti Ky_ 
I , e descrìtte col centro C ed intervalli CK ^ 
Cl due circonferenze LK , MI , queste' sarann» 
le projezioni orUontali delle sezioni . di due piani 
erizontali seganti la superficie curva. Finalmente- 
tirate dai punti K ^ I ìe tangenti JCN , IO alle, 
rispettive circonferenze; siccome la K[ non pas- 
sa pel centro C'; cosi le due tangenti non' esscn'- 



no tangente. 

Se la tetu corrispondente ad incontrasse 
o pure fusse paralella a quella' espressa dal pun-^ 
to C , rimltando le ' due tangenti tra loro paraletr 
le , si potrebbe menare il piano tangente ; e' sic-< 
come nel caso di concorrenza la superficie curva 
è conica, e^nell’ altra di paralellismo è cilìndrica; 
còsi a questé due superfiae , cioè a quelle a sem- 
plice Curvatura si può sempre menare un piaiMt 
tangente^ ' / , 
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tia superficie del sopradeiio IperLoIoklc es- 
sendo benanche Storta ; e facile dopo quello che 
abbiamo detto > conoscere che ( generaluicnte par- 
lando ) alle superficie storte non si può menare 
un piano tangente. Si è detto , generalmente par- 
lantlo , perchè tra queste superficie ve ne sono di 
quelle , alle quali per alcuni punti si può , c per 
altri non si può menare un piano tangente , una 
di tali superficie è quella del Cono~ Cuneo. 

È ora tempo fare I’ applicazione , di quanto 
abbiamo detto in questo capitolo , circa il me- 
nare un piano tangente , a diverse superficie , ■ 

affinchè , nella immaginazione dei Giovani prin- 
cipianti, resti la presente materia più chiaramen- 
te impressa. Per brevità considereremo soltanto 
tre specie di superficie , e sono la conica , la ci- 
lindrica , e la sferica ; Or siccome por ciascuna 
dì queste possono forsi diverse Ipotesi; così ci re- 
stringeremo a due, le quali pel cono, e pel ci- 
lindro sono le seguenti, i.' Menare un piano tan- 
gente , che passi per un dato punto esistente nel- 
la superfide. La a.* poi non differisce in altro 
dalla prima , se non che il punto non si trova 
nella superficie. 

Riguardo poi alla superficie sferica ; la pri- 
ma Ipotesi è la stessa , e la seconda non avendo 
luogo , perchè il Problema risulta indeterminato, 
suppliremo perciò colla seguente , cioè ; Per una 
data retta far passare un piuuo tangente alla su- 
perfidc sferica. 

P R tr B L. XVII. 

118. Per un punto esistente in una supera 
fide conica far passare un piano a questa tan» 
gente. 

Alfine di ottenere maggiore iàciliuzione sup- 
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porremo trevarsi la base del cono nel piano Oid-* 
fcont.ilrt ! . 

figli Sìa XK il foj<lio del disegno .'IR la conni-' 
He Sezione; IKIj la base del cono, la quale pHl* 
trovarsi nel piatiO orizontale , la sua projpziontJ 
vcrti< :<ln deve CadcHenella^S; £), (i es[)rimano ié 
projczioni del vellico ; c ^ sia la projeziorte oi i- 
zoniale del dato punu) . 

Si noti , che netn è necessario dare la pro- 
iezione verlìraìe corrispondente ài puntò G, per- 
chè da questa festa determinata in cohsegiiensa , 
col doversi ritrovare nel connine IhContfo della 
^perpendicolare al piallo orÌ2on(ale , innalsata d^ 
G , colla superficie conica . 

Prima di esporre la soluzionéj conviene esa- 
minare se il punto G sia bendato. Per fare ciò 
possono darsi due casi ; i.** che il punto G .si 
trova fuori la base IKL ; dentro di essa. 

Nel i.“ Caso, tirando dal punto/), proiezio- 
ne orizontale del vertice del cono , due tangenu 
estreme DE , DF alla curva IKL, siccome ven- 
gono queste a dinotare le pfojezioni orizontali di 
due piani verticali passanti pel vertice, e trai quà^ 
li viene ad essere contenuta la superfìcie conica i 
così è chiaro, che se il punto G si trova lìiori 
dell’ angolo EDP, sarìi mal dato , se poi deatr» 
ben dato. 

Nel 3.® poi , in qualùnque sito esìste il pun-'' 
to G : sempre sarà ben dato . 

Vo’fcndo inoltre trovare la projciionc vertica- 
le corrispondente a G , non vi è dubbio , ch« 
condotta la retta DGI , la quale passa pel verti- 
ce Z) , e pel punto G , dinoterà DI la projezio- 
iie orizontale del lato del cono , ebe passa pel 

{ >unto dato . Or la projezione verticale di detto 
ato dovendo passare per quelle spettanti a due 



Digitized by Google 




giùnti , ed /; siccome (HÌ b quella di 2) , e 1’ 
altra di / viene espressa da 22, incontro colia co- 
iiiune sezione della perpendicolare abbassata da I 
sopra AB ; così congiunta la CH , sarà (juesta 
la proiezione verticale del proposto lato . Di piu 
il punto G trovandosi nella Idi , -la sua pro- 
jeziòne verticale cader deve ben anche nella ^ 
' CH . Perciò abbassata sopra AB dal punto <? , 
una perpendicolare iudelìnita , la quale la incon- 
tra in M , sarà questo la jJrojezionc verticale cer- 
cata corrispondente a G : 

Ad eseguire ora la soluzione del proposto 
Problema , nel quale la superficie curva del cono 
è una di quelle , alle quali siamo sicuri potersi 
tiienare un piano tangente , non abbiamo bisogno 
di altro , che far passare pel dato punto due dl- 
t^erse tangi niì . 

Per tale oggetto dovendo far tagliare la sii- 
perfioie conica da due piani, e^cfnveiicndo , chè 
uno di èssi passi pel vertice , è pel punto dato , , 

acciò la sezione risulti lincà retta j cd esprima 
ben anche una delle due tangenti y perciò questa 
sarà dinotata dal lato DGI . La seconda poi , 

( la quale dovrebbe pesare nel punto G ) a mo- 
tivo che la prima tangente combacia colla super- 
ficie cdrva , potendosi sempre menare da quahpfi- 
qiic punto delia D/, come dà /; segue, cliO sé 
il secondo piano segante sia quello di j)ro}ezione 
Òrizontalc ,• siccome la sezione colla superficie 
conica è la curVa IKL sua base ; così alla dettai 
curva condotta dal punto / la tangente IS . Per-r 
ciò il piano tangente è quello , che passa per 722, 
e per la rètta vera corrispondente a D/ . 

Il piano tangente ritrovato volendosi espri-. ^ 
taere con due tracce, avendone ottenuta uua to- 
Geom. descrit. 10 
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' la ,,«.ioè /Y che » traccia orizonlale * conviènd 
trovare solamente la traccia verticale. Si tiri per- 
ciò dal punto D projezione orizontale del vertice 
del cono una paralella alla AV dinotata da DO , 
rpicsta essendo la projeaione orizontale di una 
Vetta orizonlale esistente nel piano tangente , la 
sua proiezione verticale verrà dinotata dalla, retta 
CP paralella ad AB , coinlotta dal punto C pro- 
iezione verticale del vertice del Cono. Se da O 
s’iunàlza so()ia la perpendicolare, che incon- 
tra la CP nel punto Q , condotta la StQR , es- 
piiincrà questa la traccia vcriicalé del piano tan-^ 
gente - 

Se la IN non incontra ìa AB dentro il fo- 
glio del disegno ; conviene menare da due punti 
tifila DI due paralelle ad IN, e per ogn’una fa- 
ccntlo la stessa cosiruzisne eseguita per la DO, si 
avranno due punti nel piano verticale , i quali 
uniti con una retta ; sarà questa la traccia verti- 
cale cercala ; si noti , che se la IN h tangente go» 
Tinaie alla curva IKD , il piano tangente sarà 
generale , altrimeuti si otterrà quello particolare « 

I * ♦ 

t* R O B xvm. 

1 * ' 

iìt).Per un punto non esistente, nella superfleit} 
i Conica jar passate un piano ad essa tangente. 

^'4=4! Sia XV il foglio del disegno ; AB la 
comune sezione / OHI la bas^d^ cono esisten- 
te, nel piano orizontale C , D"^le ujrojezioni del*^ 
vcfticc ; ed E, F quelle del punto dato , le qua- 
li devono tessere due , perclie il punto non devA ' 
trovarsi nella superfìcie conica., i 

K U punto potendo avere tale posizione , ch^ 

•ia compreso nello spazio concavo del dato conojj^ 
o del suo opposto al vertice > o pure al dì fuori 
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dì «si ; siccome nel primo , e secondo raso il 
Problema è impossibile ; così coi) viene juima di 
of^n’ altro esanimare-, se ia posizione del puoio è 
ben data . S’ imnia^ini: per ciò essere nniio il cia- 
to punto col vertice njediantc una retta , cd es- 
sere questa prolungata , finché incontra il jiiano 
orizontaic , nel quale esiste la base de! cono j ò 
cosa da se chiara , che , se il punto d’ incontro 
si ritrova dentro il perimetro della base, talccJr- 
costanza dinotando, che il punto dato esiste nello 
spazio concavo del, cono , o cJcl suo al vertice op- 
pósto , il problema sarà impossibile , altrimenti 
solubile . 

Supposto fatta la detta costrizione , ód esser- 
si ritrovalo il Problema possibile , passiamo alla 
soluzione . 

Essendo K 1’ incontro col piano orizontale- 
della retta congiungentc il punto dato col vertice, 
questa retta dovendosi trovare nel piano tangente, 
ir quale deve sempre passare pel punto dato , e 
pel verliee ; avremo detcrminaM una. delle dne 
réne-, la seconda poi ottenendosi ( per- quello , 
che si è detto nel qui avanti sciolto problema ) 
col tirare dal punto K alla cun'a GUI., la tan- 
gente KGh; perciò il piano tangente sarà quel, 
lo , che passa per la ret|,a v^ra spettante alla CJC , 
e per 1’ altra . 

Se si vorrà determinare la tracci? verticale , 
la costruzione spiegata nel Problema 

notarsi fmalmeinc , che questo proble- 
ma può avere tante soluzioni , quante sono le 
tangenti , che dal punto K si possono tirare alla 
eurVa GUI , ed i piani ungenti saranno genera- 
li', o particolari, secoud» dìe sono pure ult ló- 
Vtfigeou;. 
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120 . Per un punto dettò nella siipoijìcìa 
mrva di un cilindro far passare un piano taq~; 
gente alla medesima . 

i Sia XY il foglio del disegno ; AB 
comune sezione ; CDE la base del cjlindi'o , 1^ 
quale supponiamo che si tfova nel piano orizon- 
taiey DF , TG le projezioni del|a generatrice; 
ed / la proiezione orizoniale del dato punto . 

Non è necessario dare la prpjozionc verticale 
del punto, per la stessa ragione detta riguardq 
al cono . 

Per esaminare se il punto è hpn dato , bastq 
tirare alla curva della base . Ip due ungenti NO , 
QP paralelle a DF , perchè se il punto / s^;, 
trova fra queste due paralelle , sarà hep dato , al-? 
trimenii accaderà 1’ opposto . ^ 

Se si vuole trovìtre la projezionc verticale cor-? 
rispondente,?! punto jier esso si conducq- 
alla FJ) la paralella HlC , questa rappresentane 
do la proiezione orizonta|e del lato , cnoe passapec 
/ , se dal punto C si abbassa la pe.KMlwcolare ^ 
CZy sopra di ^ £1 , e da Z/ si tira , LìM parajella 
a GT ; sarà LM \a projezione verticale corris-*, 
pendente ad HC , Finalmente abbassata sopra >^13 
dal punto 1 la pcimendicolare indefinua', che in-^ 
contea in K la LM , dinoterà la pròjezione 
vertiede appartenente ad Z . < ■■ 

Avendo presente c|ò che si è detto pel c(mo;|^, 
sarà co^a motto evidente , ebe la retta .ÀC,lato 
del eihndro, è una delle due rette, che delermi-n. 
nano il piano tangente, e 1’ altra viene es^O«^, 
dalla tangente 72 Ci9, menata alla curva ... 

punto C . Perciò il piano tangente ceiipatipt , ^ a 




/epurilo, che pasjia per la JiS , e per la retta t ve--’ 
tu appartenente ad //C . 

Se si voglia trovare la traccia verticale , « 

eseguirà la costruzione spiegata pel cono. 

Se la retta JiS è tangente generale , sarà 
j)urc tale il piano ungente , a!tri»ttenti si otterrà 
>1 particolare . 

p R o 1} I,. XX. 

151. f*er un punto non esistente nella sUr. 
perfide curva cilindrica far passare*- jpn pia- 
po , che sia a questa tangente . 

Esprima XìT \\ foglio del disegno laPi^. 

comune sezione ; ICM la base del cilindro esi- 
stente nel piano orizunule ; CD ; EF le proje- 
zioni della generatrice ; ed //, G quelle del pun- 
to dato . 

Per conoscere se il punto è ben dato, da fr- 
si tiri KL paralclla a CD , e da // P altra UN' 
paralclla ad EF’, innalzata da N sopra ' AB \s 
perpendicolare 1 *{K ; sarà K il punto d’ incontro 
<x)l piano orizontale della paraleltà , condotta alla 
generatrice dal punto vero di G ; se il punto K 
cade dentro la base JCM., il problema sarà inso- 
lubile , perchè il detto punto si trova nello spa- 
zio concavo del cilindro , se fuori , sarà ben da- ’ 
lo , come accade nella presente figura. 

Mediante questa costruzione è manifesta, che 
la retta LK sarà una delle due , che determina- 
no il piano tangente , e 1’ altra verrà espressa dal- ‘ 
la tangente AT/, condotta alla curva della base dal * 
punto K . 

Questo Problèma avrà tante soluzioni, quante 
sono le tangenti , che si possono menare alla cur- 
va delia base, ed i piani tangenti saranno gene-n 






rali , 0 particolari , «ccoiufo che sorto tali U tan» 
gemi . 

Per trovare la traccia verticale del piano tan-x. 
geme , si esogqa «jiianto si è detto pel cono, 



J. 22 . Menare, un piano tangentu ad naeir 
st^perfiede /iferipa , il quale passi per un pun-^ 
io in essa datò . 

Ficìj Sia XK il foglia del’ disegno ; D la pro- 
iezione ori^ontalo del centro ; ed IMK ({nella del, 
certliio massimo paraleilo al piano oriaoniale, 

U piano verticale di projezione. potendo ave-x. 
re infiaite posizioni , eonvieoe , per facilità della. 



projezione orizontale del punto dato , la comune, 
sezione j4.1ì esser deve parale! la ad ED» 

Ciò posto sia C’- la projezione verticale dep 
centro della sfera , ed Vii quella del cerchio 
massimo paraleilo al piano verticale . 

TVon è necessario dare la {ìrojeziono verticale, 
del punto , perchè , dovendosi trovare nell’ incon-, 
trp nella perpendicolare, innalzata dal punto .^ ai- 
piano orizontale, colla superficie sferica , risulta in. 
canseguenza della., projezione orizontale. 

Per trovarla , siccome esister deve nella cir*« 
(ionferenza diJ cerchio massimo espressa in pro- 
iezione orizontale dalla retta /X , la quale in 
projezione verticale viene dinolau dalla circonfc<^ 
renza 7'Y/; così abbassata dal punto E sopri yi 3 
la perpendicolare , incontrando questa la circoa- 

fereuza FJi i;tgi'diie pumi Lj supporrciBa v 
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thè ùhO di essi conrt F si;i la pfrojetione veiti- 
tale corrispondente ad F. 

l’er esporre ora la soluzione ; lioa potendo 
un piano , segante la superficie sferica , torniarov 
rlie sezioni circolari , ed esséndò noi sicuri , che 
alla data snpcrlitde si può menare un piano tan- 
gente ; sarà sufliciente per detcì’minarlo , ritrovare 
le proiezioni di dite tangenti alla superfìcie , le 
rpiali passano pel punto dato. 

Ad ottener ciò col minimo incomodo possi- 
bile, conviene dare al primo piano segante fa po- 
sizione paralella al piano verticale di projezione f 
acciò la sezione la quale ò un cerchio massimo 
sia rappresentata nel piano forizontale dalla retta 
ZK , c la projezione, verticale del cerchio FLÌf. 

Or la tangente dovendosi trovare nel piano 
segante , perciò la sua projezione orizoniale deve 
c-ndere nella retta /A',.é la projezione verticale deve 
essere la tangente menata alla circonferenza FL,Jl 
dal punto F\ condottala dunque ; le projeziuui 
della prima tangente saranno, FS GKt 

Se al secondo piano segante si dà la posi^ 
iione orizontale) la sezione circolare avendo per 
raggio la ED , e per centro D , la projezione ori- 
zontale della tangente al puhlo E sarà la retta • 
PEO perpendicolare ad ÌK , e per essere PO 
perpendicolare ad la projezione verticale ver- 
rà espressa dal punto F . Colla detta costruzione 
restandò determinate le due tangenti , lo sarà bea 
anche il piano cercalo 

Se si vogliono esprimere le tracce del trova-» 
to piano ; siccome esso è perpendicolare al piano 
verticale ; cosi la FZ<f esprimerà la traccia veni- 
calr, e dall’incontro N colla comune sezione in-» 
nalzata a questa la perpendicolare NO f tale ret- 
M dinoterà la traccia orizontaIe> 
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*123. Per una retta far passare un pianò 
tangente alla superficie sferica. 

' La data rena jiotendò avere tre posizio- 
ni colla superCcie sferica , cioè di esser!»!! se- 
gante , tangente, o di non inrOntrarla; nel primo 
caso il Problema è insolubile , nel secóndo sem- 
plicemente solubile , e nel terzo doppiainenie so- 

lubile. , . . 1 j • 

Per conoscere dalle pròjcziotìi , in quale tiei 
jr/g.i*tre tasi si trovano i dati . Sia XY il foglio del 
disegno; jìB la comune sezione; C, D le pro- 
iezioni del centro ; EF > GII quelle dei cérclii 
massimi parai elli ai piani di projezione. 

È manifesto , che se le ^rojezioni della^ ret-* 
ta ( supposta prohmgala all’ infinito ) i .° noti 
incontrano i rispettivi cerchi massimi projcttaii , 
o pure una è segante, é 1’ altra prolungata non in- 
. contea la corrispondente circonferenza, la data rettst 
non sarà segante la superfìcie sferica. 2.° Setutt 
e due sono tangenti alle rispettive circonferenze , 
ed i pùnti di contatto corrispondono ad un sol 
punto della superfìcie sferica ; là retta data le sa- 
,.rà tangente, in caso contrario non P incontrerà. ^ 
5.“ Se una è tangente , e l’ altra segante le 
rispetjlive circonferenze ; allorché accade , che 
questa segante 'jiassa per un punto , il qiiale è 
projezione dell’ altro di contatto , la retta data sa- 
rà tangente , altrimenti non incontrerà la superli- 

cie sferica. ^ i. i j 

4." Finalmente supponendosi , che Ic due 

S rojezioni della retta siano seganti le corrìspon- 
enii circonferenze; siccome in qnesu ipotesi può 
la retta data non incontrare , o essere tangente, o 
pure segante la superfìcie sferica ,• tosi non esscu- 
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do ficile determinare all* istante la vei'a posizione. 
Conviene fare Ja segncnle particolare costiuzione. 

Esprimono IK , LM le projczioiii della da- 
ta retta , tult' e due seganti le omologhe cirroo- 
feronze EF , GII, colla circostanza però , che 
la IK sia paralella ad AB ( lo che sempre si 
può eseguire ) . Immaginando passare per JK un 
piauo perpendicolare a quello di projezione ori- 
2ontale , e prodiicendosl nella superticic sièrica un.a 
sezione , clic è la circonferenaa del cerchio , il 
quale ha per diametro la retta NF, essendo que- 
sto cerchio paralollo al piano verticale , si otter- 
rà la projezione in questo, descrivendo col centro 
J) , ea intervallo la metà di NF il ccrcliio OP. 
Ciò fatto , non vi è dubbio , che se la retta hll 
non incontra , o pure è tangente , o segante col 
detto cerchio ; sarà ben ancl^e ule la vera retta 
colla superficie sferica » 

Supponendo ora , dopo fatto, il sudetio esa- 
me, la data retta non aver punto alcuno comu- 
ne colla superficie sferica , ed in tale feaso essen- 
do il problema , sopra enunciato, possibile ; coi- 
vienc perciò spiegare la soluzione. 

Intanto è da notarsi , che la soluzione po- 
tendo essere più o meno fiicUe; dipendente dal- 
le posizioni , che la data retta può avere col dia- 
metro verticale, o sia asse di rivoluzione della 
sfera ; segue che , per essere queste posizioni al 
numero di quattro, i. Quando la retta e 1 ’ asse 
sono tra loro concorrenti, a. Paralelli . 3 . Se tro- 
vandosi in piani diversi , per una puh passare un 
piano perpendicolare all’ altra ,94. qualora esi- 
stendo in piani diversi , detto piano non può pas- 
sarvi . Bisogna esporre per ciascuna di esse la 
particolare soluzione colla massima chiarezza pos-. 
sibile . 

discreJL \K 
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154. Essendo la data reità concorrentò colP 
Usse , se dal punto 4 ’ incontro si conduce alla cuv- 
ya generatrice della sfera una ungente , e si fan- 
jpo girare pon'una intera rivoluzione intorno all’ 
asse queste' due linee, cioè la ungente, e la cur- 
va generatrice , che è la mezza circonferenza , 1 « 

f »ri(na descriverà la superficie curva di un Cono, 
a quale sarà tangente all’ altra sferica , format» 
4 'illa generatrice curve. Ciò eseguito, se alla su- 
perficie curva conica si epudnee im piano un- 
gente , il quale passa per la data relU , o pure 
per un suQ punto , è manifesto , che detto pianq 
sarà ben ancne tangente alla superficie sferica. S(i 
tralascia la costruzione , perchè facilissima , e di- 
pendènte d» qHcllo» è riguardo s 4 

cono nel paragrafo 118. 

Potendosi per la dau retu , o per un suo» 
punto, far passare due piani tangenti «dia sfer^ ^ 
jperciq la soluzione sarà d°ppi^* 

lab. Supponendo) essere la d^u retta par^ 
Iella all’ asse verticale della sfera . Menata all» 
curva generatrice nna tangente paralclla all’ asse 
ed eseguito U melo di rivoluzione , come nfl 
precedente, paragrafo, la tangente, in vece di uim 
Superficie curva fonica, desfrivorà quella di un ci- 
lindro . Segue; perciò , che per risolvere il prò- 
hlema , non si ha da fare altro. , se non me- 
nare per la data retta, o per un snn punto,, un 
piano tangente alla superficie cilindrica ; e sicc^ 
me sappiamo eseguire questa costruzione, medÌT 
^nic il paragrafo, lao ,■ così per brevità 1« traji^ 
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ftòi^remo • Si nbti scltantò , cìiè la sbluzione « 
doppia . 
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ia6. Sia XY il fogliò del dise^ò, A È 
fcbmune sezione ; C , Z? le proiezioni del ccnird 
della sfera ; IK , e D quelle dell’asse verticale ; 
JjM , NO le projezioni dei cerchi massimi pa- 
ralelli ai rispettivi jiiani cbòrdinati . Finalmente 
esprimano LF, GH le altre dèlia data retta , la 
qiialc per iacilitk suppdrremb essere paralella 
al piano verticale ; siccome è ben anche paralel- 
Ik al piano orlzontale , perchè T asSe è verticale .* 
così le due sue projezioni sono paralellè ad AH. 

S’ immagini condotto per la data retta il pia- 
xtó tangente , se ]>el pùnto di contatto si fa pas- 
sare un piano òrizontalc segante il pianò tangen- 
te , e la sfera , risultandone due sezioni , retti- 
linea la prima , uld pdralclla alla data retta , e cir-^ 
colare là seconda , tra' loro tangenti ; né deriva j 
die dal punto di tontatlo tiralo al cèntro del 
cerchio di sezione il raggio, éd innalzata dal pun- 
tò di contattò sopra la tangente al cerchio una 
perpendicolare , la quale esista nel piano tangen- 
te . Sarìk quello die passa pél raggio , e la dcua 
_i ict-_i dicolare alla tan- 



atanza , là qliale fa , che questo piano sia nod 
sólo verticale , ma ben anche passi pél cenuo del 
cerchio di sezione , e quindi per 1’ asse ci som-s 
xbiiiistra il modo , còme risòlvere il proposto Pro- 
blema . 

Infatti dal punto D , jprojezione orizontalé 
dell’ asse , abbassata sopra ÈF la perpendicolare 
diaotajLdo quesu laprojczioaé òniunule d«l 




retta ; tale circo- 
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piano pcrpendloDlare alla data retta f il quale J>as» 
sa per l’asse; in essa 'perpendicolare trovar side* 

Ve la projczionc orizontale del punto di contatto. 
Per rinvenirlo ; siccome il piano verticale per Z?/* 
incontra 1’ altro piano tangente in una rètta , la 
quale parte dal punto corrispondente a P , ed à 
tangente al cerchio di sezione , prodotto dallo 
stesso piano per DP ; così nella GH tagliata 
TQ-^ DP , dal punto Q condotu alla circonferen- 
za ILKM la tangente QL , e da jL abbassata la 
perpendicolare LR sopra I’ asse JK. ; se centro 
D intervallo un raggio eguale ad LiR si descrivo 
Un arco di cerchio, che taglia in S la DP. Sa- 
' ranno iS , P le projezioni del punto di contatto 
dimandalo . 

Si noli , che dal punto Q potendosi menare 
al cerchio due tangenti . Perciò questo Prohieuia 
La doppia soluzione . 

4 .“ I P O T S 3 U 

t£!'7. L’asse essendo verticale, la data rett» 
nella presente ipotesi deve essere inclinata al pia^ 
no orizontale . Affinchè però la costruzione riesca — 
facile, situeremo la detta retta talmente ( lochè 
sempre si può eseguire ) f che oltre , come si è 
qui avanti detto , di essere concorrente col piano 
ortzoluale , sia paralella alP altro verticale. iWciò 
/^(^.jcdinoii XF il foglio del disegno; la comuno 
sezione ; C , D le projezioni del centro della 
sfera ; PF, GH quelle dei cerchi massimi para>n 
Iclii ai rispettivi piani coordinati ; ìK , 0^ lo 
projezioni delia data retta , delle quali sia /A pa« 
raieiia AB . 

Sì tirano al cerchio EF esistente nel pitmo 
verticale le due tangeuU ENf OP pèralelle aUt 



/ 
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UiW, delle tangenti esprìitieralino le projfzioni 
•Verticali di due lati del ciJinclio, paralclli alla da- 
ta retta , e cirroscritto alla sfera ; se si uniscono 
i due putiti di contatto E, coti una retta, di- 
notcrh^jtjP la projczione verticale di un ccirliio 
massimo della sfera , il quale è la Lase del detto 
cilindro. Premessa tale costruzione , se prf la da- 
ta retta, o pure per un suo punto si fa passar» 
un piano tangente alla superficie cilindrica, que-* 
sto risultando ben anche tangente olla sfera 
si sarìi perciò risoluto il Problema. Quantunque; 
possiamo rimettere il resto della costruzione al 
paragrafo lao; per maggiore intelligenza però del 
principianti , apporteremo la costruzione . 

Dovendosi trovare soltanto il punto di con- 
tatto dei piano tangente colla rujierfitie sferica ; 
siccome detto punto nella projezione verticale de- 
ve cadere nella EF , e prerisamenle bel contatto 
della tangente al detto cerchio, menata dal puntò 
di sezione ( dinotato da ) del piano prolun- 
galo del cerchio colla data retta; cosi il tntt* 
cadendo nella EF ^ è necessario, per trovare il 
detto punto di contatto , abbassare sul piano ori— 
zoniale quello del soprannominato cerchio . 

Questo piano essendo perpendicolare a quel- 
lo di projezione verticale ; segue , che se si pì^ 
lunga EF sino ad AB , e dall' incontro S s'in- 
nalza sopra AB,m3k nel piano orizontale, la per- 

S endicolare ST'^ esprimeranno ES , 8T le tracce. 

•r facendo muovere questo piano intorno UT , 
finché combaci col piano orizontale , il centro C 
del cerchio , espresso da EF , descrivendo un ar- 
co di cerchio, rappresentalo nel piano venical* 
dall’ arco CF ( il quale ha por centro S , e per 
raggiò se e (tei piano orizontale dalia reiM 
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jDZ paralella ad j4Ò ; nerciò innalzando dà 
sopra perpendicolare yz , si otterrà il 

punto Z , se centro questo , ed intervallo un rag-r 
gio eguale a CF , si descrive il cerchio ab , di- 
noterà questo quello corrispondente ad EP ab- 
bassato sul piano orizontale . 

Similmente centro S intervallo SR descritto 
un altro arco Re , ed innalzata dai punto c sO'* 
pia AB \a. perpendicolare ed, cJic incontra il pro- 
lungamento di IK in d f rappresenterà questo 
punto la posizione di quello corrispondente ad di, 
nel dettò pianò abbassato sull’ orizontale ; segue 
da ciò , che condotta dal punto d alla circonfe- 
renza ab^ la tangente db ; sarà b il punto di con- 
tatto . Finalmente dal puntò b abbassata Sopra 
AB la perpendicolare be , e centro S intervallo 
Se , descritto uri arco di Cerchio , che incontra in 
^ 1* BP ) se da ^ si abbassa sopra A B una per- 
pendicolare , e da b si conduce una paralella ad 
AB, la quale s’incontra colla perpendicolare irt 
saranno y, g le projezioni del pimto di eoii- 
tatio del piano tangente cercato colla superficie 
sferica i 

Si noti , clié dal punto d prtendosi menare 
alla circonferenza ab due tangenti , il Problemst 
per tale circostanza ha una doppia soluzione. 

Abbiamo finora menaiò il piano tangente atì 
Uria sola superficie curva , non sarà cosa discon- 
veniente apportare una soluzione , nella quale 
«onsidereremo , che siano tre le suj>crficie , ci 
di natura sferica , alle quali bisogna menare luy 
piano tangente . 
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128. Date tre superficie sferiche , mefiOF 
loro un piano tangente . 

Sia XV il foglio del disegno ; AB 
formine sezione ; C , D E\ Q , i2 , »9 le pro-r 
jezioni dei tre centri delle sfere ; ed i rispettivi 
mezzi cercLi m.issinii generatori venghino dmoUtU 
da FGH , IKD , MNO . 

Uniti con rette li tre centri , se da uno dì 
essi , conte da quello espresso in proiezione ver-> 
(leale da C , si conduce la retta CF paralella 
ad ^ /:f , e si suppone essere la traccia , o pura 
la proiezione verticale di un piano orizontale , re» 
stando da questo tagliata la D£, o il suo prolun- 
gamento in /*, se dal detto incontro si abbassa 
sopra AB la perpendicolare , ebe incontra in 'J* 
la RS, corrispondente a HE ; condotta la QT ^ 
dinoterà questa ' la proiezione orizontale di una 
retta orizontale esistente nel piano dei centri, 

Or se si elegge , per. facilitare la soluzione f 
pn altro piano verticale di prnieztbne , e proprìaT 
mente quello perpendicolare a QT ( si noti, che 
per non complicare molto la figura se n’è fatta 
una seconda , nella quale le proiezioni . orizontaU 
sono le stesse , e le verticali si. sono trasportate 
nel nuovo piano ) , in questo li tre qentri d, e , 
e i trovandosi in una retta j se il piano dei 
tre centri $i fa girare intorno la retta ft , finché 
diviene orizontale; siccomè nel piano verticale la 
retta de deve acquistare la {tosizione paralella 
ad ah , ed essere cf=ed , e vg=ce ; cosi abbasr 
sando dai punti f , g sopra ab le perpendicolari 
e dai punu r, a le altre indefinite sopra qt , le 
quali si uniscono colle corrispondenti delle due 
prime nei pumi congiunti li tre puntiAi?^ 
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con rette , U triangolo /^gi dinoterà U projexioM 
orizontale , non meno che la vera grandezza del 
triangolo, del quale i vertici degli angoli sono, i 
tre centri delle sfere , se con essi tre punti come 
centri , e con i rispettivi raggi si descrivono le tre 
circonferenze , che si osservano nella figura , que-» 
ate dinoteranno quelle dei tre cerchi massimi esi« 
atenti nel piano dei tre centri . 

Or immaginando esser condotto il piano tan-. 
gente alle tre sfere , se i punti di contatto si U'w 
niscono con rette , essendo non solo ciascuna di 
esse tangente a due sfere , ma ben anche due a, 
due tangenti in un punto alla rispettiva sfera , 
ed i raggi dei punti di contatto, perpendicolari 
tanto a detta ungente , quanto al piano ungen- 
te , saranno perciò tra loro parafeili : ritrovandosi ora. 
in un piano questi due raggi , la tangente , e la 
congiungente i centri delle due sfere ; segue , che. 
ni cerchi dei centri i tirata la tangente esteri^ 
na //» , e condotti h raggi /g , mi, se U trapezia 
g/mi si fa girare intorno la ai; siccome il punto 
/ descrivo unn circonferenzit di cerchio., la quale si 
trova nella superficie sferica del centro g , ed è rap- 
presentata' nel piano orizonule dei tre centri , daUn 
xetu /o , menata perpendicolarmente ad iq ; così il 
punto di contatto, deve cadere nella lo : Simil- 
mente ai d'4C cerchi dei centri q , h menata la 
tangente esterna ^ abbassata sopra qlt 

la perpendicolare n% , 'dovendosi ben anche in 
quesu trovare il detto 'punto di contatto , perciàk 
aarà dinotato, da j nella pro}.ezione orìzontalé , l* 
altezza poi di questo punto essendo la mezza oi^- 
dinau all’' ascissa ^ dà cerchio, del quale il dia- 
metro è lo y ritroyatàjki ( lo che si esegue fadl— 
m^te ) ed abbassata db / sopra ab la perpendi- 
-eolare indefinita ed in essa tagliau xu eguale 
a|U detta mez^ ordinata ; sarà, u la projezioB^- 
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verticale del punto di contatto del piano tangcii^ 
te cercalo colla sfera del centro q . 

La stessa costruzione eseguendo per le' altre 
due sfere , si saranno ritrovate le projezioni degl’ 
altri due punti di contatto . 

* Le ritrovate projezioni appartenendo al pia- 
no dei tre punti , qualora è orizoniale ; siccome 
tale posizione non sempre si verilica , come nel 

E reseate caso , nel (^uale detto piano , espresso dal- 
i retta de , è inclinato al piano orizouule ; così 

S er determinarle in riguardo alla detta de , si 
ia moto alla ^ , intorno al punto c , finché 
giunga in ; in questa posizione il punto « do- / 
vendo avere altra situazione, per rinvenirla, si 
tagli nella ce la cy=cx, e dal punto y innalzata 
sopra ce la perpendicolare yh^eiti j sarà i la vera 
projezione verticale dei punto di contatto del piano 
tangente colla sfera del centro q . La projezione 
orizontalc poi si ottiene , coll’ abbassare dal punto 
t sopra ab la perpendicolare indefinita, e dal 

S unto j un’altra sopra di queste due peipen- 
icolari incontrandosi tra loro , il punto ai sezio- 
ne sarà la projezione orizoniale corrispondente a 
h. Lo stesso eseglicnda per le altre due sfere , 
si sarà sciolto il Problema . 

Se le projezioni dei punti di contatto si' vo- 
lessero rappresentare nella prima figura , 1’ esecu- 
zione sarà farilissima , giacché le projezioni ori- 
zontali dei tre centri, e quindi dei tre punti di 
contatto essendo le stesse , o sia avendo la stes- 
sa posizione colla QT di quella , che si trovano 
avere colla qt, supposto fallo questo trasporto ; 
siccome, in riguardo alte projezioni verticali , le 
altezze dei tre punti di contatto sono le medesi- 
me qualunque sia il piano di projezione vertica- 
Geom.discr. la 
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le ; COSI srgne, xhe dai punti dì ' proje*ion 6 ori^' 
zumale abbassate sopra AB le perpendicolari^, ed 
in queste tagliale le altezze, a partire dalla co- 
mune sezione, rispettivamente eguali aqupllede-*' 
terminate nella seconda figura , resterà il probjle- 
ina coinplctamcntc risoluto. Si noli finalmente , 
che a ciascuna combinazione binària dei tre cet?^ 
chi, potendosi menare due tangenti esterne, e dijjg» 
altre interne ; è cosa facilissima a comprendersi k 
che le soluzioni sono al nnmero di otto.' La 
quando il iliiano tangente si trova nella parte su-’ 
periore delle tre sfere. La 2 .» nella parte' inferio-’ 
re. IjE 3.’ Qualora passa per la parte superiore 
delle due sfere dei centri Q, R, e per la parte 
inferiore della tcrj;^ S. La 4 .“ Allorché passa per 
la pane inferiore delle prime due qui avanti 
dette , e per la superiore della Icerzi^. La '5.* e 
().•> allorché le prime due sfere sono S, e la' 
terza Q. Finalmente si ottengono la y.’ ed 8 .*^ 
considerando essere le prime due sfere Q, ed S, 
ed R là terza. ' ; i 

La costruzione , per ciascuna delle ótfo qui' 
avanti accennate soluzioni, esondo consimile 
<|uella da noi sopra spiegata; ci aslcniamò per 
brevità di ripeterla , potendo qualunque persoiiÉ' 
da se stessa , c per esercizio eseguirla. ^ 

Quantunque I’ oggetto propostoci in'quéstdi* 
capitolo ’é stato di menare un piano tangente ad"^ 
una superficie curva ; nulla dimeno però non sà-' 
rà cosa disdìcevole apportare il solo seguenté' 
esempio, mediante il quale , si mostri il modoj'* 
Come trovare la posizione di una superfìcie cur-* 
va, tangente a*d altre lupcrfkìc' curve. - 
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, • B R O B L. XXIV. 

lag. Date quattro superficie sferiche tra 
loro disuguali , trovarne una quinta , che sia 
tangente alla date. 

Per rendere semplice là soluzione, poten- 
do, qualunque sia la posizione delle quattro sfe- 
re , ridurla sempre ad un’ altra ( mediante un 
ruovfmento a tulle nnilornie ) , nella quale tre 
centri di esse , qualunque siano, esistano nel 
piano orizontale, e 1’ altro verticale sia peipen-r 
dicolarc ad una delle tre rette , che uniscono .i . 
tre detti ^cenui ; faremo perciò uso di questa po- 
sizione. 

Sia X.Y il foglio del disegno \ Alì la 
inunc sezione ; C, D , lì \ centri ( esistenti 
nel piano orizontale) appartenenti a tre sfere, e 
dalle quali li due C . D si trovano in una retta 
, perpendif olare ad A lì y dinotino //, F le pro- 
jezioni del centro de 'a quarta sfera ; finalmente 
£)K , CSJ , £Iy , HA siano i- raggi delle date 
sfere. 

L’ enunciazione del problema essendo es- 
pressa in una maniera generale, possono le so- 
luzioni essere moltissime. Infiali la quinta super- 
ficie sferica potendosi' stipporre , che sia tangen- 
te alle quattro date i.® fnicniamonte a queste 
a.® Esternamente. 5.® Esternamente a quella del 
centro J5, ed internamente alle altre tre. /»•* la 
posizione opposta, e queste due ultime ipotesi ap- 
plicando,^ non solo a ciascuna delle altre sfete , 
ma ben anche ad ogni combinazione binaria del- 
le sfere ,datc , considerando la circostanza tan- 
genziale esterna ed interna , ci daranno tutte 1© 
JUlre ipotesi , le quali passiamo sotto silenzio , 
t perchè si possono facilmente distinguere da clù- 
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ui)f[ue vdrra nnmcrarle. Intanto dette varie ipo- 
^si amministrando il motivo di unte soluzioni. 
Perciò , in grazia delle brevità , ne daremo una 
sola appartenente alla ipotesi, colla quale si di- 
manda , che la quihu sfera sia inteniamenie Un- 
gente alle quattro date. In fine additeremo con 
poclie parole la differenza, la 'quale deve passa- 
re tra la presente soluzione , e qualunque delle 
altre. 

Per la chiarezza di ciò, che dovremo dire, 
non considereremo per ora la sfera del centro 
corrispondente ad F, ma supporremo , doversi 
menare una quaru sfera tangente , interiormente 
alle tre dei centri C , D , E. Questo problen^a 
essendo indeterminato, perchè infinite sfere pos- 
sono soddisfare alia espressala condizione ; perciò^ 
il luogo geometrico della soluzione non potrà es- 
sere un punto, ma bensì una linea. Per descri- 
verla, immaginiamo, che la quarta sfera tangen- 
te alle tre dei centri G,i> , E , una tra il numero 
infinito, abbia un determinato raggio; mediante 
quesu snpposizione , se il centro della quarta sfe- 
ra, e gl’ altri dite D , E sì uniscono con rette , 
ottenendosi un triangolo, del quale la base è la 
JDE^ H lato, che parte da 2>, è eguale a D-K 
più il raggio della quarta sfera , e P altro lato , 
che appai'ticne ad jS, eguaglia la somma di ELt 
e del raggio della deiu quatta sfera ; perciò de- 
scritto nel piano orizontale , e sopra DE il cen- 
nato triangolo dinotato da DOE\ è chiaro , che 
questo fiiceudolo girare intorno la DE , il punto 
O descriverà un arco di cerchio, il quale nella 
projeziune orizontale cader deve nella- perpendi- 
colare OR abbassata dal punto O sopra DE. In- 
oltre se il centro della quarta sfera si unisce con 
ogn’uno de’ due Dy C mediante linee rette, fi 
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otterrà un' altro triangolo , che , alibassato snl 
piano orizoiitale , è dinotato da DQÙ ; e del 
quale la base DC è la congi ungente i centri D‘, 
C, il Iato DQ è eguale a DO, e 1’ altro QC ha 
per lunghezza la somma dei raggi della quarta 
sfera , e dell’ altra del centro G . .Facendo ora 
benanche girare detto triangolo intorno la DC, 
il 'vertice Q descriverà un’ arco di cerchio , il 
quale nella projezione orizontale trovar si deve 
nella QR abbassata perpendicolarrnente sopra la 
DC. Segue da ciò, che nel moto dei due t cin- 
goli DOE , DQC le due rette DO , DQ giungen- 
do ad una posizione , nella quale combaciar de- 
vono; in questo stalo i due punti Q, O formar 
ne devono un solo, che sarà la vera posizione del 
centro della quarta sfera tangente interiormente 
alfe tre date , le' quali hanno per centri C, D,. 
£ ; quindi l’ incontro R delle due |perpeudico- 
lari OR , QR esprimerà la projezione orìzontar- 
le del centro della quarta sfera . Per ritroTaxe 
la sua projezione verticale , si abbassi dal pon- 
to jR sopra la perpendiadare indefinita, 'e 
tagliata in y^B la GS—Qf', se centro G, in- 
tervallo GS si descrive un arco di cerchio , che 
incontra in T la detta perpendicolare ; sarà T la 
projezione verticale dimandata. Si noti ^ che la 
]rorpendicolare RT incontrando la circonferenza 
del raggio &S in due punti , uno che è 2* , e 
l’altro al di sotto di .^^B, ciò dinou , che que- 
sto problema ha due soluzioni , noi , per uoa 
complicare la figura , abbiamo tenuto conto del 
solo ponto T, ma ciò che appartiene a questo, 
spetta benanche all’ altre. . . . 

Finalmente dando diverse lunghezze al ng~^ 
gio della quarta sfera, ed eseguendo per cìascu- 
ju una costruzione àlla spiegau , avremo 




iariU punti in projezionc orizontale , c vellicai* } 
i primi uniti con una linea , ed i secondi con un*" 
altra , queste due curve a rami infiniti ci dino- 
teranno le proiezioni del luogo geometrico , il 

3 uale dà la soluzione del proposto problema in— 
eterminato. Si rifletta i.“, die la curva ritro- 
vata , nel passare dalla parte superiore all4 infe- 
riore del piano orizonlaie , dovendolo irictmtraror 
in un punto , questo sarà il centro di unal sfera 
tangente interiormente alle tre date » che gode la 
p^prietà di essere la minima tra tutto le altre- 
di numero, infinito. 

Se si volesse , che la quarta sfera sia<. 
tangente esteriormente alle tre date , la costru- 
zione sarà la stessa , colla sola variazione , chu 
ciascun lato dei, due triangoli DO E, D(^C in- 
vece 'di farsi eguale alla somma del saggio della 
quarta, e dell’ altro ddla corrispondente data 
sfbra, conviene che sia eguale alla loro dilferen- 
ta. Se jK>i si bramasse , che la quarta sfera ri- 
sulti tangente esteriormen.te alla sfera del centro 
D , ed interiormiBuie alle ahre due ; in questo 
caso là DO ( che è eguale a DQ ) dev’ essere 
^eguale alla difierenza del raggio della quarta sfe— 
e di DK f raggio della stera del centro Z3, 
•la OB eguale alla somnva di Eh e del raggio, 
«^lla quarta sfora, e QC eguale alla somma di, 
e del rag^Q della .quarta sfera. Con que- 
sto criterio , costruendo i _ detti triangoli corri- 
spondenti a ciascuna delle altre ipousi , che sh 
possonq fare, si risolverà il problema.^ ./.ir. 

Quanto finora abbiamo esposto , ci^ porge la. 
facile maniera, come determinare la quinta sfwa 
tangente alle quattro date. Infatti colla descrizioi- 
ne del già ritrovatp luogo geometrico , tutti li 
punti, che in esso si possono unut^guuTf » essen^ 
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do f <*eBtri delle infinite sfere tangenti intema- 
meiitc alle tre delle date quattro ; è chiaro , che 
una tra esse tutte ve ne dovrk esistere, la quale 
deve essere ben anche tangente interiormente al- 
la quarta. Non resta dunque altro a fare ) ■titr la 
completa sohirione del primo proposto problema, 
che ritrovare nel luogo geometrico il tonurnienie 
punto. Per ottenere ciò, tutta la costruzione con- 
siste nel determinare un sécondo luogo geometri- 
co , corrispondente alle tre sfere , delle quali i 
centri sono espressi dai punti C , T) , P , collo 
stesso metodo adoperato pel primo, perchè rin- 
contro di essi due, darà ciò che sibqima. Quait- 
tunque , per mezzo di quanto si è sopra detto , 
si può Inseguire facilmente la costruzione del sa- 
condo Iuo0o geometrico ; nulla dimeno però per 
agevelare 1 principianti , raccenneremo nella più 
breve maniera possibile- 

li triangolò, del qnalc gP angoli sono i tre 
centri C, F, non combaciando col piano 
orizontale, si abbassi su di questo, facendofò gi- 
rare intorno CD) e supposto essere aDC y so- 

{ »ra tale triangolo si esegua la steSsa Coslriiizorte, 
atta, riguardo al iriangòlo CDE'y per determi- 
nare i punti /J, T, cònsiderandó però i lati CD, 
Da in vece dei due CD, DE. Or immaginan- 
do essere, ò , c? le projerioiii del primo punto del 
secondo luogo geometrico, segoe , che, non es- 
sendo detto punto nella sua vera posizione, per- 
chè il triangolo aDC si ritrova abbassato sul pia- 
no orizontale, nel rimetter qttesto triangolo nella 
Sita vera posizione facendolo girare intorno la CZ>, 
il punto vero corrispondente a b descrivendone!» 
ja projezione orizontale una retta bg paralella ad, 
.A È , ed il punto d un arco di cereliio, che ha 
per centro 0 , e per raggio Gd, tagliata in GH 
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hi porzione Gez=Gc , e dal punto e innalzata se> 

E ra Ge la perpendicolare ef—cd, se da f si ab- 
ussa sopra JlB la perpendicolare, che taglia la 
bg nel punto g , saranno y* , ^ 1*1 pvojezioni di 
un punto del secondo luogo geometrico nella sua 
vera posizione. Nella stessa maniera trovando al-- 
tri punti nella projezione orizontale, c verticale, 
ed unendo i primi con una linea, e con un’ al- 
ma i secondi , si saranno ottenute le prujezioni 
del secondo luogo geometrico. Or questo incon- 
trandosi col primo in un punto; risulta, che gl’ 
incontri delle rispettive projezioni , dinoteranno 
qùello del centro cercato. 

Se si bramasse la vera lunghezza del raggio 
di questa quinta sfera, si uniscano in ciascuna 
projezione, mediante una retta , il centro della 
quinta , e quello , come Z) di una qualunque delle 
quattro date sfere, da queste due rette , proje- 
zioni della congiungente i due centri veri , rica- 
vando la vera lunghezza, se da essa si toglie il 
raggio della sfera del centro D, il residuo som- 
ministrerà, ciò che si è richiesto. Si noti , che 
nel determinare i raggi delle diverse sfere , le 
quali sono servile per trovare ciascuno dei due 
luogi geometrici , come quello appartenente alle 
tre sfere dei centri C, x), £; bisogna, che cia- 
scun raggio delie sfere di costruzione non sia mi- 
nore di quello del cerchio tangente internamente 
.ai tre del delti centri C,D, E, pcrciiè , in ca- 
so contrario , non solo il primo luogo geometrico 
sarà impossibile, ma benanche il problema ; que-r 
sfU stessa avvenenza bisogna avere per l’altro luo- 
go geometrico. 

Quanto finora abbiamo esposto, appartiene alla 
quinta sfera tangente interiormente alle quattro da- 
fe.- ^ poi la questione si bramasse colla coudizione;| 
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di doTPf accadete la circostanza tangenziale nella 
parte esteriore delle- quattro sl’ere. In tuie ipotesi 
conviene descrivere ogni triangolo , come DOE , 
in maniera , che ciascuno dei 'due ]ati .DO , OE 
sia cgu ile alla' dilFercnza del raggio della sfera 
di costruzione, e di quello della rispettiva dat% 
sfera , dal cui centro parte il lato. 

Se la quinta sfera dev’ essere tangente, estc-' 
rioritienle a quella del centro cd interiormen- 
te alle riinanenii ; i soli lati , die partono .dal 
punto E y ^ devono , esser» eguali alle differenze 
rispettive dei raggi delle sfere di costruzione, e di 
quelli del centro E, e tutti gl’ altri alle somme 
corrispondenti dei raggi delle dette sfere di co*- 
struzione , e degl’ altri ddle convenienti date 
sfere. , * 

Questi tre esempii , circa la ipotesi tangen- 
ziale , bastano per far conoscere il modo come 
regolarsi in tutte le altre , che si possono cllelUiir* , 

C A P. T. ; 

Delle superficie tra loro seganti. 

130. Due superfìcie traloro seganti, per quel- 
lo che riguarda le loro particolari nature, polendo 
essere i." imt’ e due piane; 3,“ una piana, e 
l’ altra curva , 5.® finalmente liitt’ é due curve ; 
segue da tale distinzione , eh’ essendosi nel para- 
grafo 97 risoluto il Problema , mediante il quale 
si sono trovate le projezioni del comune incontro 
di due superfìcie piane, le quali appartengono 
al primo assunto ; resta nel presente capitolo a 
parlare soltanto dei due rimanenti. 

131. Prima di lutto ^ da notarsi, cho , 

Ceom.dcsc.ry x5 
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asiraitamente pnriando , il metodo * generale per 
trovare le projezioni dell’ incofiiro, di due super- 
tìcie , nòn consiste in altro, se non in far tagliare 
le medesime . da un sistema* di piani, ogn’ uno 
dei quali formando d^c linee di sezione , che tra 
loro s’ irconirano in punti’ questi appartenendo 
alla sezione deile due superficie; se le rispettive 
projezioui dei detti punti si uniscono con Jinee , 
rappresenteranno esse le projezioni deila comuni 
sezione sopra (ietta. 

i3a. Alliucliè la costruzione riesca ficile , 
conviene , ciré ciascun piano segante abLia tale 
posizione , da produrre nelle superficie sezioni 
rettilinee , se ciò non lo “ permettono le nature 
delle dette superficie, bisogna, che risultino tutte 
circolari, o pure in una superficie sia rettilima 
e nell’ altra ciicolare ; se neppure ciò lusse pos- 
sibile, fa di mestieri , che ciascun piano segante 
sia perpendicolare ad uno dti piani di projezio^ 
’ne , accio in questo la sezione essendo ivtii'iufa, 
norf vi sia bisi gao tracciare in tuli’ e Uue i pia- 
ni coordinali linee curve. 

i53. A procedere con ordine diviilereino 
questo Capitolo in due parti , nella prima risol- 
veremo i problemi , nei quali le due superliv ie 
seganti sono una piana, e l’ altra curva; nella 
^cunda poi, qualora sono tuli’ e due curve. 
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Dell' incontro di un piano con una ’ 
supeijicie curva. 

PROBL. XXV. 

i34 Data una iirperficie curva conica^ ta 
^naìe venghi ttrgata da un piano ; trovare le 
projezioni del loro comune incontro. 

Le nature dtile infinite Jinee di sezione ^ 
prodotte da un piano segante la snj)erficie curva 
colina, si riducono a oinqnc specie diverse, di- 
pendenti d.dia posizione del ]ùauo segante. In 
primo luogo se il piano segante passa per qua- 
luncpic posizione deila generatrice , si prodiiTran- 
no sezioni rettilinee ^ le quali sono appunto 
iati del cono . in secondo se è ji.ir dello ad 
una sola posizioufc della g<*heralrice, eqnindi i se- 
garne con tutte le altrej la sezione sarà una curva a 
rami infiniti, la quale si cliiama l’araiìwa. In 
terzo se è jiaralello a due sole posizio: i della ge- 
‘ neratricc , e pen iò concorrente con tutte le ri- 
manenti ; lice <on una porzione ;d di sopra e 
coll’ altra al disotto il vcrucc; la sezione risul- 
tante sarà espressa da ima curva a rand infiniti , 
che si nomina Iperbole. ^ i quarto se è concor- 
rente con tutte le posizioni della generatrice , 
ed ha la posizione puralella alla base , la se- 
lione risulterà una cun'a simile alle base isies- 
sa , la quale se è un cerchio , sarà circola- 
re. In quinto finalmente, se il piano non solo è 
concorrente al disotto il vertice con tutte le posi- 
zioni della generatrice , ma benanche è obb.iquo 
a quello della hase, supponendosi quesu circou-r 
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re, la sezione, che ne deriva, sani una cutVa, la 
tjuale riiorna in se stessa', e sì cl.iaiua Ellisse. 

In séj'uitó tli quanto veiiiaiuo ni dire , e tla 
notarsi, cìie la prima, e quarta sezione, essendo 
lince di faeiUssi.iia costruzione le ir-.ilasceicmo , 
cd csponcino soltanto il metodo generale deila 
soluzione, il quale si applica, por ritrovare le 
proiezioni di. qualunque deile tré altre riitianenli. 
rcrciò 

^'■Cìi XK li fuglio del disagno; Alì la co- 

iiiune seziont! ; C , D le projezioni del vertice 
del cono; III la hase circolare esistente nel pia- 
nto orizontale ; vd £6r , UF le tracce del pia— 
■HO dato. 1 

‘ GonvicTtC primi era mente esaminare, non so- 
lo se le traci e sono ben date , o sia se il plano è 
segante il cono, ( limitalo dal vcrtite , c dalla 
has'e) ntHi cojisidcrando il suo prolungamento all' 

• infinito -, ne il cono al vertice opposto ) , ma 
eziandio la natura della Sezione, che ne risulta. 
Per ciò farei. 

•Si conduca dal punto )D la teilà Y)'K para- 
lella ad EF^ e dal punto C P altra CE paralella 
ad Alì^ rappresenteranno DK. s CZÒ le proje— 

. zioni di tuia retta orizontale paralella al piano dato, 
Ja fjuale pa.ssa pel ver«ge. Kitrovalo rincontro M 
di* questa retta col piano verticale; è manifesto, 
che nel presente caso della figura , cadendo il 
punto M tti sopra di FG , e la traccia EF 
non incontrando il cerchio 111 \ non solo il dato 
piano è segante , ma benpit^e la seziong è una 
tllisse. ’ 

Inoltre, potendo essere infinite le ■posizioni 
del pi9no ; bisogna , per istruzione dei giovani , 
«ocenaare il modo, come acqtiistare la sopradeìta. 
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«QnosceQ», ìft riguardo a tnttrf le altre anzi 
per procedere con cliiarfzza e brevità , considere- 
remo le diverse posizioni , cbe^ le tracce posso- 
no avere colla comune sezione ed in 

i.® Essendo la traccia una sola, od esistente 



nel piano veryicale, risultando perciò paralella afla 
comune sezione ; segue , che la ‘proiezione v( r i- 
cale del vertice del. cono cadendo al. disojn-a d< Ila 
traccia j il piano è non solo segante , ma b( nnn- 
ebe la sezione risultar deve circolare ; tju.i’oia 
poi il detto vertice si trova nella traccia , o al 
di sotto, il piano non essendo segante , sarà im- 
possibile il Problema. ‘ . 

bioltre r unica traccia ritrovandosi nel piano 
orìzoxltale , ed essa" potendo avere due posizioni 
colla "base circolare , cioè di essergli seg,.nie , o 
non incontrarla ( la posizione tangente non si 
considera , pe.rcliè la medesima accade Io su s- 
so , ebe nella posizione non segante ) ; nel pri- 
mo caso sarà il piano sempre segante , colla cir- 
costanza però , cnc se la projezione orizontale del 
Vertice cade nella traccia , la sezione sarà rcitili- 
àiea ; Se poi al di fuori ; è chiaro , che 1 .ilo 
muovere il piano paralellamente a se stessa , finché 
la traccia passi per la projezione^ orizontale del 
vertice ; in questa posizione se la nuova traccia 
risulta tangente al cerchio , la sezione sarà Pa- 
rabola ; se segante , Iperbole ; e se finalmente 
non incontra il cerchio , Ellisse. Nel secondo ca- 
so , tirate dal pianto D le due tangenti DII , DI 
al cercliio UNI , se la traccia non incontra lo 
^azio' mistilineo DHNI , o pure il solo punto 
JD esiàie in essa ; il piano- non sarà Segante; se 
poi taglia le due tangenti ; incontrerà il Cono , e 
4a sezione sarà Ellisse. 

a.® Essendo due le tracce , ma paralelle 
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la coTinnft sezlbae ; qnelja nel .piano orizontale 
P'ìlc loo aviYe due posi/joui , èioe non. incanirà— 
re > o cii'iei’P seginlc colla bise «lei còno ; Ji'er 
trovar? < iò , die si ^diina)^a% bisogna trasporia- 
r' le T)r.'j?zio!ii del piino»*, e del cono nei terzo 
di proj. zione, d -l quale la cotnane sezione e aO' 
In questo pi Ilio dunque essendo la projezio- 
ne del verlice', QR quella della base, ed 6’/* 
r altra del pi-ino segante , là quale , conside- 
rando la prima posizi one, partir deve dal punto 
esistente fuori la QR i e chiaro, che se < la 
projezione P d'-l vertice è tale , che si ritrova 
sopra di iS7' , il |ii.mo sarà segnue , e la stolone 
una tlllisse ; se poi al disotto , o in essa , non 
sarà inconir.ito il cono , e quindi il Proble*na 
riuscirà iùipossiiiile. Nella seconda posizione poi 
essendo PZ la projezi ine verticale del piano se- 
gante , la quale passa' per un j^iuntD P, compre- 
so nella QR , il piano sarà sempre segante , e 
la sezione sarh rettilinea , se la PZ passa pel 
vertice /* ; Se poi non passa per P, fatta muo- 
s^eire la P'Z paralellapente a, se stessa , finché 
/ ■ incontra il punto P , ed in questa situazione si 

trova passare pel punto Q ,-ppure P , la sezio- 
ne Sara Parabola ^ se incontra la QR al di fuori 
di essa , si otterrà una Ellisse ; Finalmente se 
sctia QR, risidierà una’ Iperbole. 

3.“ Le tracce essendo due , come JSP, 
concotrenii obbiiquamcnic colla comune seziolte, 
» tenore di quello, che si è sopra detto, t." cioè 
che la traccia orizontale £P^ non sia segante il 
cerchio /// ; non vi è dnlibio , che se il punte, 
Jff si trova superiore , ad blGr , il piano e se— 

, ‘ j^ante , c la sezione Ellisse , e qua^a cade ia 

£Gr è af* di sotto , il piano non è segante : resi» 
eoltutte a consi<k(:^e U a.** caso,ueiquaIé la 
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S segante il cerchio HI. In tale Ipotesi è chia- 
ro , che non il piano è sempre sc^'ante il 
cono , ma ben anche , facendo muovere detto 
I pi .no paralelJamente a se stesso , fimhè J? trac- 
cia vmicale passi pel punto M-, in questa rosi- 
zione , se la traccia onzonlale , o'il suo lìioiun- 
gaincnlo, non inctnira il cerchio HI\ la i riu i^ 
tiva posizione del piano darà un^ Ulisse pei se- 
zione ; se tangente , una Paràlfola;, se s/game , 
una Iperbole ; c hnaliiHuie se la'tiiatcia vciiicr- 
te della naturale posizione del piane l assa rei 
punto m. la sezione sarà retiilima . * 

j 4- Supponendo una delle due tracce* come 
quella onzoiiiaie, essere perpendicolare alla co- 
mune ;iezioite , e T altra ol.h'iqua ; avrà lu. ao 
quante 81 è dato nel qui avalli 5 ." 'nuincroi 
colia sola variazione però , che h» ’ paralella alla 
traccia onzonlale , menata dal vertice , incon- 
trando il piano verticale in C , projezione dej 
■^lice , bisogna far uso del punto C’ , non già 
M. ai eseguirà un simile ragionamento, per co- 
noscere ciò , che risulta , qualora la traccia ver- 
^cale sia perpendicolare alla comune sezione , e 
1 altra onzf in.ile obbliqua. 

^ thialnicnie essendo le due tracce per- 

pendicolari alla comune sezione , ^ fai ilisHmo 
dopo quanto veniamo di dire, ricavare le conse^ 
guenze , che si desiderano , senza che di nuovo 

blenw soluzione del Pro- 

zia XY il foglio del disegno ; AB la co-* 
nume sezione ; JU la base circolare del Cono* 
esistente nel piano orizoniale ; /> , C le proie- 

*.om del vertice; ed le tracce del Lio. 

EP • J ^ /^ condotta la DK parale/la ad 

MF , e da C la C// paraleUà ad AB / ^ dal 



noli ,, , 

punto K s’ rnnaka sopra la perpendicolarer 
cìie incontra in B CZ/j sari Z/ 1 incontro col 
piano- verticale della fetu , che dal ìferiice si con- 
duce paralellamente ad JBF. 

Essendo manifesto , che , a tenore dei dati , 
non solo il piano è Segante ; ma ben anche la 
s ^jone è una feilisse , per trovar? le prcjczioni , 
si 4 > lò la costruzione eseguire cón faci! la , purché 
if" sistema dei" piani seganti le due supcrllcie da- 
ti? pas-^i per la retta vera corrispondente a DK , 
a motivo che tiilt’ i piani seganti passando pel 
vertice del Cono , le sezioni colla superllcie curva 
Oniiea sono ■ rettilinee . 

Inoltre qualunque piano segante , che passa 
per la retta vera di B.K , incontrando il piano 
orizontalq , ed il dato in rette paralelle ad £F ; 
ne risulta , che i piani seganti devono avrre due 
limiti , tra i quali restano compresi , e sono ap^ 
punto le due tangenti al cerchio 111 paralelle ad 
I.F. C 'iò posto . 

Si tiri da qualunque punto T della circonfe- 
renza la MTN paralrl’a ad £F -, congiunta 

la £M, saranno LM ^ MN le tracce di lui p'-t— 
no segante; quìtidi condotte le DTy DF ~ , espn- 
luerantio queste le projezioni orizoniali dcile se- 
zioni rctliiince, formate drd piano segante nella su- 
perfìcie ciisva 'Conica : ed abbassata dal punto 
incontro delle due tracce verticali £G, LM , so- 
pra AB \ 2 l peipendicolare OP y e dal punto P 
condotta' ad £F la paral#lla PQ ; dinoterà que- 
sta la projozione ovizontcale dell’ incontro del pia— 
% no segante col dato . Trovandosi dunque le tre 
rette vere corrispondenti a UT , Z)Z ^ y PQ nello 
stesso pi^no , i due punti R y S saranno le 
pzinni orizontali del loro incontro, e quindi di 
due punti djeUa cercata curva. In conseguenza di 
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questi si troveranno i corrispondenti in projezio- 
lic verticale. 

Similmente operando per ciascuno degl’ altri 
piani seganti, che si vorranno, si otterrà un nu- 
mero di punti nella projezione orizontale , ed un 
altro nel piano verticale . Finalmente per tutt’ i 
primi facendo passare una linea , cd un’ altra 
per i secondi , si saranno con esse ottenute, le pro- 
iezioni dell’ incontro cercalo . 

ip K O B JL. XXVI. 

i35. Data la superficie di un ElUttoide , 
ed un piano segante , ritrovare le projezioni 
del loro comune incontro . 

E chiarissimo , con piccola riflessione eh© 
si facci , non poter essere , qualunque seziono 
formata in detta superficie da un piano segan- 
te , se non di due specie , cioè circolare , ed El- 
littica. 

Per rendere semplici ie costruzioni ; convie- 
ne preferire per piano verticale di projezione 
quello , che è paralello all’ asse. 

Dinoti XK il foglio del disegno ; AB la 
comime sezione. CD, EF le projezioni dell’ ai- 
se , una delle quali , cioè la projezione orizonta- 
le EF , sia paralolla ià AB', HG , Gl le trac- 
ce del (dato piano , e CNDO la curva Ellit- 
tica . 

Per conoscere, se il dato piano è segante , 
tangente, o pure non incontra la superficie del- 
r Ellittoide, bisogna immaginare muoversi le due 
superficie , in modo che , senza cambiare la lo- 
ro scambievole data posizione , risulti 1’ asse dcl- 
r Elittoidc perpendicolare al piano di projezione 
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.orizontalc ; in (juesio la nuova traccia dovenJ® 
essere diversa dalla Gl , si preferisca per piano 
veriicale di projczioiie quello, che è perpendico- 
lare alla delia nuova traccia . Or in questo pia- 
no veriicale venendo espresso il dato piano da 
una retta ; segue non solo , dopo avere tracciata 
r hlllisse gcncralriee , la quale è la stessa che la 
data, che se detta retta gli è tangente , segan- 
te , 0 pure non l’ incontra , benanche tale è il 
dato piano coll’ Ellittoide ; ma eziandio che , se 
da due punti cogniti dell’ asse si abbassano sul 
dato piano due perpendicolari , e si trovano le 
loro vere lunghezze, costruito il trapezio, il <jua- 
le viene formato dalla porzione dell’ asse , compre- 
sa dai due detti punti , dalle due perpendicotaii, 
e dal lato risultante, opposto all’asse; la posizio- 
ne di questo ultimo lato , riguardo all’ Ellisse , 
darà la .cercala conoscenza . 

Per eseguire la costruzione, sapendosi, che,, 
dai punti C , D abbassate sopra GII le perpen- 
dicolari indelìnite CII , DR , e dagl’ altri B , F 
le altre EK , FI sopra Gl , in esse cader devo- 
no le proiezioni delie due vere perpendicolari , 
delle quali gl’ incontri col piano onzontale dei 
loro prolungamenti , sono i punti Z/ , M con- 
viene determinare le vere lunghezze delle due 
"porzioni delle perpendicolari indefinite , le quali 
SODO limitate tfal piano dato, e dall’altro orizon- 
talc: per eseguire la costruzione; siccome ciascu—, 
na è uno de « due cateti di un triangolo rettan- 
golo, ed essi triangoli sono espressi in projezio- 
»e orizontalc dalle rette BK , MI , le quali ben 
anche dinotano le vere Ipotenuse ; così non bi- 
sogna far altro , che trovare 1’ angolo d’ inelina- 
ione del dato piano con quello di projezione 
rizonule . iPerciò abbassau dal . punto R sopra 
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AB la pcrprndù'olare JìZ , da Z condotta a Gl 
lina paralcila , in questa tagliata aS—RZ, C con- 
giunta la A'.S',sc gli si ahl)assa da h la perpen- 
dicolare 1/1' , tale retta dinoterà una delle due 
per|K iuli( uìaii ' dj determinata lunghezza . La 
simile eosiriizione l’alta per la seconda, la qua- 
le si suppone essere MF , non meno che 
per determinare le vere lungliezzc delle altre ap- 
jiarlenenli alle DI, C/a ; segue che, se centro 
JJ intervallo jD/>= alla dilVerenza di hT c. della 
retta vera di DI si descrive una circonferenza di 
ccrcliio , cd un’ altra col centro C ed intervallo 
Cc= alla differenza di MF , e della retta vera 
di Cui ; tirata ai due cerclii la comune tangente 
bc \ siccome il cennato trapezio h' bDCc ; cosi 
la posizione della 6c, colla curva Ellillica CNDO 
dara la richiesta conoscenza . 'Nel presente caso 
della lig ira , non risultando segante ; possiamo 
concilili lere , che il dato piano è pure tale col- 
r EliitloiJe . 

i’osto quanto veniamo di dire , passiamo al- 
la soluzione da principio proposta , supponendo 
essere il piano segante, e quindi che la tangente 
non sia espressa da bc , ma da hi segante la 
curva Ellittica. 

Dovendoci servire di un sistema di piani se- 
ganti le due superficie date , devono tutti essi , 
per facilitare le costruzioni , risultare perpen- 
dicolari all’ asse ; perchè in queste sole posi- 
zioni otterremo nell’ Ellilioide sezioni circolari, 
perciò. 

Da un punto 8 della curva Ellittica tirata 
la HSP perpendicolare all'asse DC , e dal pun- 
to incontro colla comune sezione, innalzata , 
sopra di qitesta la perpendicolare PQ , dinotan- 
do I/P, PQ le tracce di ua«i dei piani seganti} 



Digilìzed by Google 




nc deriva , che , in HP cadendo le due sezioni 
del dillo piano , e dclP EHiuoide ; siccome tr^ 
loro non rimangono distinte le projezioni verti- 
cilli delle due sezioni ; e la PQ^ non incontra 
dentro il disegno la GI\ cosi trasportando il pia- 
no JJPQ paralellamente a se stesso finche la 
tiMccia PQ incontri la G/; dal punto d’ incon- 
tro / tirata IT paralclla a PQ , da T la TZ pa- 
ralella a PII , alihassando dal punto Z sopra AB 
l i perpendicolare Zf^ , cougiungendo colla Pi i 
due punti P, I, non meno che dal punto II 
abbassando sopra AB la perpendicolare Ila, e 
dal punto a conduccndo alla PI la paralella ab ; 
Sara intesta la projezione orizontale dell’ incon- 
tro del piano segante col dato ]iiano. Inoltre dal 
punto b al Lassando sopra AB la perpendicolare, 
cd il piloto d’ incontro cl culla IIP dinotando la 
]irojczione verticale corrispondente al punto b, se 
si la girare il piano segante itiiorno la HP ( la 
quale è la sua traccia verticale ) , fincliè CQra- 
Laci col piano verticale; segue, che per essere il 
piano segante perpendicolare al piano verticale, 
abbassala dal punto e sopra AB la perpendico- 
lare: sarà la distanza dpi centro della sezio- 
ne circolare al piano verticale . Quindi tagliata 
nella direzione dtll’ asse la eh=gf, e col centro 
h intervallo la metà di SR descritto un cerchio, 
e dal punto d innalzata sopra HP la perpmdi- 
colare di—cb , e condotta la Hi\ saranno Hi la 
sezione del piano segante col dato, ed il cerchio 
l’altra colla superficie dell’Elliltoide . Or queste 
due sezioni incontrandosi nei punti l , m , che 
appartengono alfa curva di sezione cercala ; per- 
ciò da essi abbassate sopra HP le perpendicola- 
ri , i loro incontri dinoteranno le projezioni ver- 
-ticali dei detti punti se punti di prej^ 
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clone verticale si abbassano sopra perpen- 

dicolari , cd a partire dalla comune sezione si 
tardano le porzioni rispciiivatnenie eguali alle 
delle porpen licoiari dei punti /, m; dinoteran- 
no gi’ estremi di queste ultime perpendicolari le 
proiezioni orizoniali dei punti l, m , o sia di 
due punii della sezione cercata. 

l.a sK'Ssa co-iruzione rsegueiido per tutti gl^ 
altri piani seganti paraielH ad ///* , si otterran- 
no aiui [.'tinti in jir' jezionc orizoniale , e venti— 
caie. 1 inai ii ionie uniti li primi con una linea y e 
con iiii' alila i secrm li; le due curve rappresene 
teiaimo te projezioiii della cercala curva di se- 
zione. 

Si noli , che i piani seganti dovendo avere 
due limili, tra i <|uali essere compresi , e dipen- 
denti dalla giandezza della sezione delle due su- 
perficie ; (piesii limili facilmente si possono de- 
terminare mediante la fig. 55 , perché la Ai ta- 
gliando la curva Ellittica nei punti d e , s« 
da questi si abbassano sull’ asse le perpendicolari 
df, eg ■) cd i punti y', gy dell’asse si trasporta- 
no in quello della fig. 56 , si saranno determi- 
nale le posizio.’ii dei piani estremi seganti. Ta- 
le determinazione è necessaria, aflìne di non per- 
dere il tenipo nel costruire quelle sezioni , le qua- 
li non danno alcun risultato , per motivo che 
^ cadono fuori la curva di , sezione delle due su- 
perficie. 
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Dtl^ incontro di due mpeificie curve. 

PROBI,, xxvn. 

, Date due superficie coniche, tra lora 

seganti , trovare le pmjezioni del loro comune 
incontro. 

Esprima XY il foglio del disegno’; la 

commie sezione ; CD , EF le basi ciirolari dei 
coni esistenti nel piano orizontale ; G , 7/ le 
pn.j « zioiii del vertice del cono , che ha per ba- 
se CD ; Kfl quelle del secondo, 

A tenore del sistema da noi tenuto , convie- 
ne esaminare , se i dati sono tali, che i due coni 
risultano tra loro seganti, e ciò per la triplice po- 
sizione, che possono tra loro avere; cioè di essere 
seganti , tangenti ^ o non incontrarsi. 

Si tirino ai due cerelii delie basi le tangen- 
ti interne LM , NO', i punti di contatto C, Z> 
co! cerchio CG si uniscano col vertice G- median- 
te le rette GC , GD , e gl’ altri due E , JPcollo 
stesso punto G per mezzo delle rette FF , F E. 
E cliiaro , che colla eseguita costruzione ahhi.amo 
foruiato una nuova siipeificie, composta dai due 
piani PGCL , VGDN indefiniti verso P , L ,* 
y, N ; dalla superficie conica finita CGDRC , 
e dall' altra PGY indefinita verso/*, P, la qua- 
. le è opposta all’ altra EGF. La detta superficie 
è appunto il Luogo Geometrico , il quale ci som- 
ministra il modo, come facilmente conoscere la 
scambievole posizione dei due coni. In fatti se il 
yertice , dinotato da JST , si trova nel luogo geo- 
metrico, i due coni sono tra loro tangenti ; se 
nello spazio interno, seganti; te finalmente aldi 
fuori , non si incontrano. 
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Per fame 1’ applicazione al dati della fi- 
gura : Essendo il punio K projezione ori- 
zonLalc del verlice uel secondo cono , e dd- 
r incontro del piano PGCL/, appartenente al 
luogo Geometrico , colla retta verticale , die 
passa pel medesiiiio vertice ,• siccome la proiezio- 
ne verticale del primo è il punto I ; cosi per 
trovare quella del secondo, si conduca dal pun^o 
K la KT paralclla ad ILC , questa incontrando 
in T il lato espresso da GC , del quale la pro- 
iezione verticale è JJQ, se da T si abbassa so- 
pra A lì lina per[)endicolare , die taglia in R. la 
HQ, menata da R la RS paraldla ani' A B \ l’ 

. incontro S colla perpendicolare IK dinoterà la 
proiezione verticale del punto K , considerato e— 
«stere nel piano PGCL. Segue da ciò, che il 
punto / cadendo ai disotto di iS, tale circosun- 
z,a dinota , che il vertice del secondo cono , si 
trova dentro il luogo geometrico ; cjuindi i due 
coni sono tra loro seganti ; Se poi il punto A' ca- 
desse in /; il vertice esistendo nel luogo geome- 
trico , sarebbero tangenti li due dati coni ; se fi- 
nalmente il punto S si trovasse al di sotto di /, 
non s’ incontrarebbero. Conviene ora passare alla 
soluzione : doè trovare le projczio'ni ad comune 
incontro di due coni. 

Sia X.Y il foglio del disegno ; AB la corfi^.;* 
nume sezione , dei due coni; dinotino MO , IK. 
le basi esistenti nel piano orizontale , c che per 
fiiciiitazionc le siip^iouiamo circolari ; C , Z> le 
projeziuni del vertice del cono , il quale ha 
per base MO ; ed it? , /<' qudle dell’ altro. 

Qualunque piano segante, che passa pel verlice 
di un cono, producendo nella superficie curva sezio- 
ni rettilinee; segue, che tirate le CEyjDF, ap— 
patteucodo queste alla retta congi ungente li due 
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▼ertici , se 'per essa si fasno passare lutti li pia- 
ni seganti , questi formando sempre sezioni ret- 
tilinee , detti piani preferir si devono per mag- 
giore facilitazione a tutti gl’ altri , clie adoprar 
si possono. Or essendo limitate le sezioni , per-^ 
chè tali sono le curve delle basi delle date su- 
perfìcie ; non vi è dubbio , che ai piani segami 
spettano due limili, tra i quali devono essere com- 
presi. Per ritrovarli, si prolunghi la oongiuugenie 
i vertici, fìncliè incontri il piano orizontaie , e 
fatta la costruzione, sia H tale incontro , per que- 
sto dovendo passare le tracce di tutti li piani se- 
ganti , se da esso si tirano due rette HI , HK 
tali , che ogn’ una sia segante ad una base , e 
tangente all’ altra , o pure, se le circostanze lo 
permettessero, tangente a tutt’c due ; le dette ret- 
te dinoteranno le tracce dei piani estrenu segan- 
ti , perchè tutte le altre , che si tirano al di fuo- 
ri di esse, incontrando soltanto in alcune posizio- 
ni una sola base, ed in altre niuna di esse ; i 
piani , ai quali appartengono , non incontrando 
tuli’ e due le superficie, non passeranno per la 
Comune sezione al esse ^ c quindi saranno inuti- 
li a farne uso. 

Dovendo adunque tutte le tracce dei piani 
seganti essere conteniite fra HI , HK , queste 
ben anche comprese; si tiri tra esse una qualun- 
que retta HS^ questa tagliando le due circonfe- 
renze nei punti /*, Q , /? , S , condotte ai ri- 
spettivi vertici le rette i*C, QC, RE, SE', sa- 
ranno queste le projezioni orizontali delle sezio- 
ni prodotte nei dae coni dal piano della trac- 
cia HS. 

Or que^e quattro rette trovandosi in un 
piano , i quattro punti di scambievole incontro 
a , 6, c , d diaoteraono le projezioni orizontstfi 



Dìgitized by Google 



ii3 

di quattro punti , li quali appartengono benan- 
che al comune incontro dei due coni. Per avere 
le proiezioni verticali corrispondenti ai detti pun- 
ti ; siccome i due a , b , esistono nel lato spet- 
tante a CP , t c , d , nell'altro corrispondente a 
CQ; cosi trovando le projezioni verticali appar- 
tenenti a detti due lati, ed abb assando dai pun- 
ti a , é , c , rf sopra la comune sezione le per- 
pendicolari ; i rispettivi incontri con le projezio- 
ni verticali dei detti due lati daranno ciò, che si 
cercava , non si è eseguita la costruzione per es- 
sere facilissima. 

Similmente operando per tntte le altre trac- 
ce , che si tirano tra le HI, /fAT , si otterranno 
altri punti nelle projezioni orizontàle , e vertica- 
le ; Gnahiiente i primi uniti con una o due linee 
e lo stesso eseguendo per i secondi , si saranno 
con ciò ottenute le projezioni dell’ incontro dei 
due coni. Si è detto , che in ciascuna projezioue 
i punti si devono unire con una , o due linee , 
perchè nell' incontrarsi due coni, non sempre si 
ottiene una sola linea per sezione , ma .spesso, a 
seconda delle posizioni , ne risultano due. Per 
sapere, quando i dati del problema danno una, 
o due curve , basta riflettere alle posizioni delle 
due HI , HK ; perchè se non solo il punto //«ade 
fuori delle due basi, ma benanche le due rette 
risultano seganti ad una base , e tangenti all'altra, 
come si verifica nelle presente figura; ciò è segno, che 
sempre sono due le curve di sezione , in caw 
contrario , una sola ; In fatti il punto H trovan- 
dosi fuori delle duo basi , questa prima circostan- 
za dinotando , che il vertice di uno dei due coni 
si trova fuori dell’ altro , e la seconda , cioè che, 
le due HI , HK segano la base MOf additan- 
Geom.descr. " i5 
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Jo che uel cono di questa base vi restano intatte 
le due sue parti opposte, corris|vondeiui ai seg- 
menti circolari LeO , mfn. Perciò , essendo in- 
contrata la sola porzione intermedia dalP altro 
cono , il quale entra da una parte , e sorte dall’ 
opposta ; ne segue , che devono formarsi due se- 
zioni tra loro distinte. La detta cognizione porta 
.seco il dover rispondere alla seguente dimanda. 
Come tra tuli’ i punti avuti in una proiezione si 
distingueranno quelli di una curva dagl’ altri 
della seconda? La risposta è facilissima. Da poic- 
che gl’ archi circolari riiL, nO della base appar- 
tenendo alle due porzioni della superlicie conica 
nelle quali esistono le due curve ; perciò tua’ i 
piuui , che si ottengono dai lati , che p.ytono 
dall’arco mL spettano ad una , e gl’ altri che 
risultano dai lati d(d secondo arco , all’ altra cur- 
va. Anzi allinchè non ne derivi confusione , bi- 
sogna segnare , secondo che si trovano i punti f 
con diverso colore , per esempio quelli di una 
curva col negro, e gl’altri col rosso. 

Finalmente per tull'i punti avuti nella pro- 
iezione ovizoniale, e,l a|q)artenenli ad ogni cur- 
va, potendo passare diverse curve ; per ottenere 
la Vera , bisogna unire con rette i punii conti- 
gui , nell’ alto che si ritrovano, l’uno appresso 1 
altro, ciò fatto, se per lutti gli angoli del Poli- 
gono ritrovatosi fa passare una curva, si sarà de- 
critta la proiezione orizontale, in conseguenza (L 
questa tracciando la projezione verticale , si sarà 
coni pletana ente risoluto U prohleraa. 
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P R O B T/. 3UCVIII. 



i3'^. Date due superficie cilindriche tra 
loro seganti, descrivere le projezioni del loro 
comune incontro. 

Dinoti Xy' il foglio del disegno; .ABÌì co-Fig 
munc sezione ; DE , IL dei due cilindri le hasi 
circolari esistenti nel piano orizontale ; FC ,JIG- 
le projezioni di una generatrice, e KM , NQ. 
i[uclle dell’ altra. 

Supporremo per facilità , che li due cilindri 
siano terminati nella parte inferiore dai due cer- 
chi DE , IL , e nella parte superiore vadino all’ 
iiiGnito. 

Per distinguere dalle projezioni , se i detti 
due cilindri sono tra loro seganti , tangenti , o 

f turc non s’ incontrano , si tirino alle due basi 
c tangenti interne DL, EI , per queste facen- 
do passare due piani tangenti ad uho dei due 
cilindri, come a quello delle base DE\ siccome 
la comune sezione di essi piani tangenti risulta 
paralella alla generatrice FC ; così dal punto^ O 
tirata OP paralella ad FC , i due piani , die 
passano per la retta vera di OP , e per cia- 
treuna delle due tangenti OE , OD, non meno 
che il piano orizontale, daranno il luogo Geomc- 
triso , il quale somministra la conoscenza , che 
si ricerca. In fatti da un punto qualunque , 

S res» nella retta vera corrispondente a PO , con- 
otu» una paralella alla generatrice dell’ altro ci- 
lindro ; è chiaro, che se i.“ questa retta incou- 
jtra il piano orizontale in O , ciò essendo segno, 
che le due generatrici sono tra loro paralelle, 
saraimo pure tali li due cilindri , e quindi non s’ 
incontreranno; 2 . “Se l’incontro cade in una delle due 
porzioni OD, OE, iadehniie verso D, E delle 
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due tangenti , li due cilindri non s’ incontreran- 
no : 3°. Se nelle altre 0£ , OL indefinite ver- 
so./, L saranno tra loro tangenti li cilindri; 
4 .° Se dentro 1’ angolo DDE o pure negl’ altri 
DOl , EOh y neppure s’ incontreranno ; ò.° fi- 
nalmente se nell’ angolo IQL , i due cilindri ri- 
sulteranno tra loro seganti. 

Per entrare ora nella soluzione dimandata. 
^%*i®Sia XP" il foglio del disegno; AB la comune 
sezione ; CD , EF dei due cilindri le basi cir- 
colari , esistenti nel piano orizontale ; CG , IK 
le projezioni di una generatrice , ed HF , EM 
quelle dell’ altra , colla condizione però , che 
fatto il sopradetto esame , risultino tra loro se- 
ganti li cilindri. Considerando una delle due su- 
perficie , indipendentemente dall’ altra , ci è pur 
troppo cognito , che , venendo generata da una 
linea retta , vi deve sempre essere un sistema di 
piani seganti tra foro paralolli, li quali producono 
sezioni rettilinee ; potrebbe soltanto sorgere il 
dubbio , volendosi unitamente considerare le due 
.superficie; Tale dubbio non potendo avere luogo 
jwrehè V incontro delle due superficie essendo 
una linea ad esse comune , se da un suo punto 
si tirano due rette paralelle alle due generatrici , 
dovendo ciascuna trovarsi in una posizione della 
generatrice del rispettivo cilindro ; segue , che per 
dette due rette, tra loro concorrenti , potendovi 
passare un piano , e questo formando nei due 
t iiiridri sezioni rettilinee, non solo vi dev’ (essere 
un sistema di piani seganti, che producono sezio- 
ni retuUnee nei due cilindri , ma benanche de- 
vono essere tutti tra loro paralellì. 

Per determinare un solo dei piani seganti , 
essendoci per ora ignoto l’ incontro dei due cilin- 
dri , si tiri per un punto qualunqae O , preso 
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nella proiezione orizontale di una delle due ge- 
neratrici , come CG ,una paralella ON alla projczionc 
orizontale HF dell’ altra generatrice ; sarà detta 
ON la proiezione orizontale di una retta , con- 
dotta da un punto di una delle due generatrici , 
paralella* all’ altra , e trovando 1’ incontro N di 
tale paralella col piano orizontale; Se i due pun- 
ti C , N si uniscono con una retta; per quello 
che abhianio detto , esprimerà CN la traccia 
orizontale di uno degl’ innumerevoli piani seganti, 
ed alla quale traccia devono essere paralclle tutte 
le altre appartenenti al piano orizontale . Or 
essendo limitate le curve delle basi , e per tale 
motivo i piani seganti dovendo avere due limiti^ 
per determinarli ; siceome ciascuna curva ritorna 
in sestessa , così è sufliciente condurre due rette 
PR , QS paralelle a CW, ma tali , che ogn’ una 
sii s(gante ad una base , e tangente all’ altra 
( si noti , che vi può essere un solo caso , nel 
quale le due rette risultano tangenti nel tempo 
stesso ai due cerchi , ed accade , quando non 
solo questi sono eguali , ma ben anche la CN 
risulta paralella alla congiungente i centri ). Ciò 
eseguilo si tiri tra le PR , QS una TF ad esse 
paralella , questa incontrando le due circonferen- 
ze nei punti b , c , d, se per i due primi 
si conducono due rette paralelle a CG , e per i 
due secondi le altre paralclle ad IIP, dette 
quattro rette incontrandosi tra loro in quattro 
punti, dinoteranno questi le proiezioni orizontali 
di cpiattro punti appartenenti alla cercata curva 
di sezione; .in conseguenza delle projezicni oriron- 
tali si troveranno quelle nel piano verticale. 

Similmente operando per tutte le altre pa- 
rateìle tirate tra le due 'PR , QS si determine- 
ranno tanti altri punti in projezione orizontale , 



Digitized by Google 




11 ^ 

« verticale. Finalmenie tinìti quelli in ciascuimr 
projesione con una, o due. curve, si saranno ot- 
tenute le projczioni dimandate dell’ incontro dei 
due cilindri. 

Non ci siamo dilungati maggiormente in que- 
sta soluzione . perchè tutto ciò , che si è detto 
per i coni , si applica ai Cilindri , e la sola va- 
riazione la quale passa tra questi due Problemi , 
non è altra , se non che nei Coni le tracce par- 
tono tutte da un punto , ‘'e le sezioni prodotto, 
in ciascun Cono sono rette concorrenti nel verti- 
ce , e nei Cilindri le tracce risultano tra loro 
paralelle , e le sezioni nei rispettivi Cilindri sono 
rette paralelle alle corrispondenti ^generatrici. 

L da notarsi in ultimo, che per la sola 

S rcsente specie particolarissima , dei coni, e cili ti- 
ri , la quale consiste nell’ essere le basi di na- 
ture circolari , possiamo faro uso di un altro si- 
stema di piarti seganti , cioè paralelli al piano di 
projezionc orizonule ; per motivo che le sezioni 
risultando circolari , sono di facile costruzione. 
Ci asteniamo specificare tutte le operazioni neces- 
sarie, perchè dopo quanto si è finora detto, puà 
ogn’ uno da per se stesso agevolmente eseguirle. 

B li O B li. XXIX. 

i38. D.ite le mezze superficie del «tono- 
cuneo , e deir anello sferico , le quali sieno tra 
loro seganti ; trovare la projezioni del loro co- 
mune incontro. 

Sia X.Y il foglio del disegno,* AB la co- 
mune sezione; La direttrice curva del r.o|io-cunea 
venghi espressa dalla mezza Ellisse PEG trac- 
ciata nel piano verticale; la direttrice rettilinejt 
sia rappresenuta in projezionc orizoniale dal pun- 
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10 C , e nella proje/àone Tcriicale dal mezzo asse 
minore ED , e le posizioni della generatrice rettili- 
nea siano tutte orizontali ; della superficie anula- 
re poi , la generatrice venghi dinotata dal mezzo 
ccrcliio lilK ( abbassato sul piano orizoutale >), 

11 quale ha sempre in tutte le posizioni non so- 
lo la direzione verticale, ma ben anche il suo 
piano passa per la direttrice rettilinea del cono- 
cuneo , espressa in projezione orizontale dal pun- 
to C ; Il diametro IIK esista sempre nel piano 
orizontale , ed il raggio del cerchio HIK sia e- 
guale alla DE. 

Il sistema dei piani seganti potendo aytì-e 
due posizioni ; cioè di essere tutti orizontali , o 
pure tutti verticali passanti per la retta espressa 
dal punto C in projezione orizontale ; siccome in 
qualunque dei due sistemi , le sezioni colla su- 
perficie dell’anello sferico sono linee circolari, e 
quelle col cono-cuneo linee rette così essendo 
indifi’crente far uso dell’ uno o dell’ altro , risolve- 
remo il problema col primo. 

Perciò col centro C ed intervalli i raggi CA', 
CII des(;ritli due archi di cerchio KE , IIM , 
i quattro punti K , '//, Jf , E , esistenti nel pia- 
no orizontale , saranno le projezioni orizontali di 
quattro punti della Sezione cercata , li corrispon- 
denti poi in projezione verticale si ottengono ab- 
bassando dui detti punti le perpendicolari sopra 
la comune sezione. Inoltre nel piano verticale ti- 
rata una retta NO paralella AB e segante 
la mezza ellisse FEO ntd punti JV, e sup- 
ponendo essere la NO projezione verticale di un 
piano orizontale segante; e chia'ro , che dai pun- 
ti iST , O abbassate sopra AB le perpendicolari 
JVQ, OjP, e tiratele QC , PC, saranno queste 
ie projezioni orÌBontali delle sezioni appartesenù 
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al cono-cuneo, e le projezioni Terticali cadono 
nella NO, Per dcicnninare le sezioni nell' anello 
sferico, si conduca nel semicerchio HIK la ret- 
ta RS paralella ad jFC, e distante }>er 1’ altez-» 
za NQ; abbassale le perpendicolari RT ^ Sf^ , 
se centro C imervalli CT , si descrivano due 
archi di cerehie , che incontrano le QC , PC, 
nei quattro punti a , b , c , d ; queste sono le 
proiezioni orizontali di altri quattro punti dell© 
sezioni ; le projezioni verticali , dovendo cadere 
nella NO, si troveranno perciò con abbassare dai 
detti quattro punti a , b , c , d sopra le per- 
pendicolari. Similmente operando per tutti gì’al- 
iri piani seganti , che si vorranno adoprare , si 
determineranno altri punti in projezione orizon- 
tale , c verticale. “Finalmente uniti quelli in pro- 
jezione orizontalc colle due curve IlaecL, MbedK 
e con altre due quelli nel piano verticale, si sa- 
rà sciolto il problema. 

Di qtiesto problema occorre farne uso in ar- 
chitettura , nella costruzione delle volle tra le 
quali le due date superficie nc formano tina. 

P R O B li. ' XXX. 

Data una superficie sferica , ed ur^ 
altra cilindrica tra loro seganti , trovare le pro^ 
jeiioni del loro comune incontro. 

Supporremo , che la superficie sferica inve- 
ce di essere intera sia la metà , ed il cerchia 
massimo , che n’ è la base , esista nel piano ori- 
xontale. Il cilindro poi sia retto , la sua base un 
mezzo cerchio perpendicolare ai due piani di 
projezione, ed a questi la generatrice abW la po- 
sizione paralella. ^ 

Sia X.Y il foglio del disegno; AB la cemu-' 
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ne sezione ; della sfera siano C , 25 le proiezio- 
ni del centro, esistcnie nel piatto <»rizontale, ed 
Eh' il cerchio massimo ( olte si trova h^'iianche 
nel piano orizontale ) sua base. Del ciìindro poi 
la base sia dinotala in projezione orizontale, e 
verticale dalle due rette GII, LK perpendico- 
lari ad JlU, e delle quali LK è metà di GII. 
Essendo questa base un mezzo cerchio , verif'ld 
espresso da GIH, dopo essqisi abbassalo sul pia- 
no orizontale, avendolo fallo 'muovere intorno GII, 
In quale si trova nel piano orizontale. tiualmen- 
te rappresenti GM , paralella ad AB , la gene- 
ratrice esistente nel piano orizontale. 

Nella sup' rticie sierica , qualunque sia* la 
direzione di un piano segante , formandosi sem- 
pre una sezione circolare ; ed ancora se dotto 
piano si -suppone passare di nutno in mano per 
ciascuna delle diverse posizioni della generatrice 
della sujterficie cilindrica , in essa dovendosi for- 
mare sezioni rettilinee , po.ssiamo perciò conchiu- 
dcre , che vi sarà sempre un sisiema di piani se- 
ganti, ogii’ uno dei quali produce nelle due su- 
perlicic sezioni di facile costruzione. Da questa 
riilessione ricavamlosi , ciré le direzioni dei piani 
seganti , per essere GM paralella ad AB , pos- 
sono essere paralclli al piano verticale. Si tiri 
perciò ad AB in paralella OP , questa esprimen- 
do la projezionc orizontale del piano segante le 
due superlicie ; segue , che le peojezioni orizon- 
taJi delle due .sezioni cademlq in essa retta , t on— 
viene , per trovare i putiti d’ iiKontro delle due 
dette sezioni , formare le projezioui verticali di 
queste. Or la sezione ( nella sfera ) dinotata da 
RF essendo un luezio cerchio paralello al' piano 
verticale, ed il raggio eguale alla metà di RP •, 
perciò descritto col centro 25, e col detto raggio 
Geom.descr. iti 
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la mezza circonferenza ecd , sark questa la pro- 
iezione verticale della sezione colla sfera. Inoltre 
la sezione retliiinea col cilindro , dov endo parti- 
re dal pnnto O della mozza c irconfcrcnza GIM, 
essere paralclla ai due piani di proiezione , ed 
.avere sul piano orizontale un’^ altezza eguale ad 
OS 'i O. Adunque nella LK tagliata h P=.ON y 
e da P condoiu PQ paralclla ad AB , sarà PQ 
la proiezione verticale della sezione formata ncìla 
supcrlicie tiliudrira dal piano segante. Or le due 
PQ y ed ecd incontrandosi nei punti S, T, sa- 
ranno questi le ])rojezioni verticali di due punti 
della ecrcaia sezione. Se da essi punti si albas- 
pano sopra la comune sezione due perpendicolari, 
le quali incontrano la OF nei punii a,b , dino- 
teranno questi le projezioni orizontali, corrispon- 
denti ad S, T. 

La medesima costruzione eseguendo per cia- 
scuno di tutti gl’ altri piani segami , otterremo 
molli punti in pnj.zione orizontale, c verticale; 
liualmcnte uniti li primi con una o due lince , 
e lo stesso facendo per i secondi , esprimeran- 
no le dette curve ciò che si è dimandato. 

' Si noli i.° , che nella posizione delle due 
date superficie , se il raggio della base del Ci- 
lindro fusse maggiore di quello della sfera , ed i 
lati del Cilindro, che partono dagli estremi G, 
fi del diametro Oli , non incontrassero il cer- 
chio EF y il Problema sarebbe impossibile , per- 
chè la mezza sfera resterebbe contenuta nello 
.spazio concavo del Cilindro ; se poi un solo dei 
due lati tagliasse la circonferenza EP , le super- 
ficie risullarebbero tra loro ' seganti , e si otter- 
rebbe una sola curva di sezione. 2.° Se il rag- 
gio del Cilindro, e l'altro della sfera fossero 
eguali, c le posiiicuù dei due detti lati del Ci- 
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lindro si sup]ionessero tr.ngenti al ccrcliio Eh\ 
le due supertide diverrebbero tra loro tangenti , 

J er ciò non vi sarebbe sezione; se poi uno dei 
ue lati fosse segante la detta circonferenza , ri- 
sultarcbbe una sola sezione. 3." Supponendo il 
. raggio della base del Cilindro essere minore del— 

P altro della sfera y se ai due lati sopraJelli del 
Cilindro si dasse la posizione segante la circonte- 
renza EF., avressiuio due curve di sezione , se 
un solo, una sola. l inalinente , si |)uò avere 
lo stesso risultato , che si brama , lacendo uso di 
un sistema di piani seganti paralelli al piano ori- 
zonta.'e , in vece di essere paralelli al piano ver- 
ticale . 

Di questa soluzione conviene fare uso , qua- 
lora occorre iu A.rcbitettuiM formare il dis<’gno di 
una Folta sferica , nella quale vi si .no dello 
aperture , per i Lumi ingredienti , di ligura Ci- 
liudrica- 

P II O B L. XXXI. sr 

i4o. Data una piramide triangolare infi~ 
nila , trovare la posizione di un piano , il qua- 
le formi in essa una sezione eguale ad ur> 
triangolo dato . 

Sia Xy il foglio del diseg’^o ; la co- 

muoe sezione. Li tre angoli piani , die formano 
I’ angolo solido del vertice della piramide , ven— 
gliino espressi da CDE , EDF, FDG ; e final- 
mente HIK rappresenti il triangolo dato. 

Supposto condotto il piano cercato , la pi- 
ramide indnita si sarà ri lotta in un’ altra fìnita , 
la quale ha l’ istesso vertice , che la data , e la 
base è il triangolo HIK ; altro dunque non resta, 
« fare, che trovare le proiezioni del suo vertice. 
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appartpnrntc alla Lase , die è il triangolo UIK, 
Si costruisca sul lato III 1’ angolo HLI 
eguaie ad iuìo dei tre dati , come a CIjE ; 
sopra y.'A i’ a!ivo ad uno dei due ri- 

manemi come Jj/JF , e finalmente sopra JK il 
ter/.'i fi\K~ al t> rzo F/yQ , e per i tre vertici 
di ciascuno dri triangoli ULI , SiMK , INK 
facendo passare un arco di cerchio , avremo co- 
struito tre porzioni cirtoiari ; <iò l’alto, è chiaro 
che facendosi girare ciascuna porzione circolare 
intorno la sua corda , si descriveranno tre super- 
Ih ic di rivoluzione regolare, che due a due in- 
contrandosi , daranno in lutto tre linee , le qua- 
li si se:>ar.o in un punto ; questo sarà il vertice 
cercalo; ]ier rinvenirlo si determini nell' arco HLI 
un punto P , -questo , nel girare il segmento cir- 
colare HlA intorno la sua corda descrivendo un 
arco circolare , il quale in projezione orisontale 
deve cadere nella menata dal punto P per- 
pendicolarmente ad HI\ ed inoltre nell'arco 
NliìK , tirata la corda HQ eguale ad HP\ sic- 
come il punto Q, nel girare il segmento HMK 
iniorno HK , ' descrive un arco di cerchio , il 
quale nclh projezione orizontale deve trovarsi 
nella perpendicolare QR , abbassata dal punto Q 
sopra /JK , cosi risulta , che le due PR, QR 
im entrandosi nel punto R , sarà questo la pro- 
iezione orizontale di un punto della comune .se- 
zione delle due superficie descritte dai due archi 
HLI, HMK. 

Similmente operando col tirare precedente- 
mente dai punto H nei due segmenti HLI , 
H.ilK quante corde si vogliono eguali ciascu- 
na a ciascuna , si otterranno tanti altri punti , i 
quali uniti con una linea , che supporremo esse- 
re HRS , questa dinoterà la projezione . ovizonu^ 
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Ic^ della sezione delle due simerGcie generate dai 
due ardii HLI , IIMK. Lo stesso eseguendo 
per le altre superlicie Ibrinaic dagli arclii 
l^K , aT’remo una seconda curva A’iS- 

Queste due curve tagliandosi in S tal punto 
cspriiuerì» la prtjezionc orizoniale del vertice del- 
la piramide ( noti è necessario tracciare la terza 
curva, perdiè luti’ e tre s’incontrano in un pun- 
to ) . Per avere ora la sua projezione verticale , 

SI abbassi dal punto S sopra uno dei tre lati , co- 
me IIK. , del triangolo JllK , la perpendicolare 
SV ; siccome 1’ altezza sul ]>iano orizoniale spet- 
tante ad S è il cateto verticale di un triangolo 
rettangolo , del (piale il cateto orizoniale è ST , 
e i’ IjKilenusa ; così tirau dal punto S una 
retta indcliniia perpendicolare ad AB , tagliata 
Zcv:^ST , e centro a ed intervallo un raggio 
eguale Tf^ descriiio un arco di cerchio , che in- 
couiia la della perpendicolare iti b , esprimerà 
questo la di nan'lau projezione verticale. 

Segue da ciò , die determinate le tre vere 
distanze, del vertice , appartenente ad 5, ai tre pun- 
ti //, /, M\ so si ugliano le due ZJC , DG 
eguali tra loro , e ciascuna eguale al lato vero 
di /; DE= all’altro di H;t. /JjR= alla terza di- 
stanza di A, e le tre facce CDE , EGF ■, FDG 
si configurano in piramide , è chiaro , che il pia- . 
no , il quale passa per i punti C , E ^ F , (non 
si nomina G , pi-rcbè questo lorma con C un 
punto solo ) farà m Ila data piramide infinita una 
sezione eguale, al triangolo lllK. 

Questo Problema può avere sci soluzioni , 
dipendenti dal destino , che si disporrà di cia- 
scuno d(?i tre dati angoli rispetto a ciascuno dei 
Iati del dato triangolo. In fatti si ricavrr.-uino le 
dette soluzioni fa^;eudo 1’ angolo HLl—CDEf 



pi;,' --ibyCooglc 



126 

INK=Et)F , ed HMK^FDG: a.» l’angolo 
HLI-EDF, INK-FDG, eà H3fK^CDE 
V angolo HLJ^FDG, INK=CDE , ed HMK- 
EDF, 4 ° 1’ angolo HU-CDE, JNK=FDG,ve^ 
HMK=i£DF, ó.® 1’ angolo HLI=EDF, INK=. 
C-OE , ed JhlMK-z: FDG ; 6.“ finalmente 1’ an- 
golo HLl^DG, INK=EDFy ed HMK-CDE 

CAP. VI. 

Sviluppo delle superficie a semplice 
Curvatura. 

i4i. Quanto si è esposto nel Gap. i.® di 

3 uesta scienza , essendo siifllciente a far compren- 
cre adequatamente , ed in astratto 1’ idea della 
proprietà sviluppabile di una superficie ; couvie- 
lie ora mostrare il modo , come effettivamente , 
#4 in disegno eseguire le costruzioni , per ottene- 
re lo sviluppo; e siccome la superficie sviluppa- 
bili sono di due specie, cioè Coniche , e Cilin- 
driche ; così questo Capitolo , a differenza di tut- 
ti gl’ altri non potendo contenere se non due so- 
li Problemi , il primo appartenente ai Coni , ed 
il secondo ai Cilindri. Perciò procureremo espor- 
re P assunto in maniera , che non tralasciando. ci& 
che sia necessario , risulti colla massima chiare^ 
za possibile. 

F K o B Xi. XXXII. 

t4a. Sviluppare una superficie Conica. 
Ogni superficie Conica potendosi stimare co- 
me una seguela di elementi triangolari di primo 
ordine, posti 1’ uno appresso 1’ altro; è pur trop- 
po manifesto , che per appianare , o sia svilup- 
pare la superficie curva del Conp> si hanno dai 
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lare due operazioni , la prima consiste nel tro- 
vare la vera grandezza di ciascun triangolo , e 
la seconda nel disegnarli su di un loglio di 
carta 1' uno appresso l’ aìiro , secondo il loro 
conveniente ordine di successione . Or non po- 
tendosi la dimensione infinii amente piccola di ogni 
elemento triangolare, la quale è la base del trian- 
golo , determinare nella pratica , conviene perciò 
stabilirla della piìi piccola lunghezza possibile ; e 
siccome tutte le basi dei triangoli elementari fer- 
mano la curva che è il contorno della base del 
Cono ; cosi per operazione preparatoria bisogna 
dividere la detta curva in parti talmente piccole, 
che ogii’iina si possa stimare linea retta , e per 
faciiit.i7.ione si faranno tutte eguali tra loro , nul- 
la importando se l’iiliina risulta minore, ed in 
seguilo dai punti di divisione tirare al vertice le 
rette. 

Si noti , che supporremo essere circolare la 
base del Cono , e considereremo il Cono obbli- 
qiio , non già Retto , perchè sapendo noi dover 
essere lo .sviluppo della superficie curva di que- , 
sto secondo cono eguale ad un Settore circolare , 
del quale il raggio è eguale al lato del Cono, e 
V arco corrispondente quivalcnte alla circonferen- 
za della base , l’ operazione è facilissima , quindi 
non necessaria a spiegarsi. Premesso quanto si è 
detto. 

Sia XF" il foglio del dìjfcgno AB \ì comu-Fig.44 
ne sezione : EI la curva della base del Cono esi- 
stente nel piano orizoniale ; C , D le projezionì 
del vertice, EF , FG , GII ec. le parti della 
curva le quali si possono stimare linee rette per 
la loro piccolezza ; ed ECF^ FCG , GCH ec. 
le proiezioni oiizuntali dei triangoli, li quali con- 
pongono la superficie Conica. 
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Per poter sviluppare la superncie , bisogna 
farà in essa un taglio-, il quale potendo eseguirsi 
in qualunque direzione si vuole ; torna più con- 
to , in grazia della facilitazione, farlo secondo uno 
dei Iati del Cono, come quello espresso dalla ret- 
ta EC. 

Per trovare la vera grandezza del triangolo 
dinotalo da ECF , conviene determinare le lun- 
ghezze effettive dei suoi Iati , escluso EF , per- 
chè trovandosi nel piano orizontale , è di vera 
lunghezza. Or i due lati, corrispondenti ad EC , 
FC , essendo ipotenuse di due triangoli rettan- 
goli , di ogip uno dei quali il cateto verticale è 
P altezza del vertice sul piano orizontale , e P al- 
tro *è la proiezione orizontale del corrispondente 
lato , perciò non si ha da fare altro che costrui- 
re , detti due triangoli. Quantunque P operazio- 
ne si può fare in qualunmie sito , conviene me- 
glio considerare , che /7A sia il comune cateto 
vellicale. Perciò tagliate KL=.CE , KN-CF,\e 
due rette DL, DN saranno i veri Iati apparte- 
nciui a CE , CF. Per costruire il triangolo , si 
tiri una retta qualunque OP , e fallala eguale a 
DE , se centro P ed intervallo un raggio eguale 
ad EP si descrive un arco di cerchio , c centro 
O intervallo un altro raggio eguale a I)N si de- 
scrive un altro arco di cerchio , che col primo s’ 
incontra in Q , condotte le rette PQ_, ÒQ sarà 
il triangolo UPQ il vero corrispondente ad EC^P. 
Collo SICS.SO metodo determinando gl’ altri lati 
speitiinti a CG, C// ec., e costruendo sul Iato 
OQ il ariangolo OQR appartenente ad ECG ; 
sopra di OR 1’ altro ORS spettante a GCH , 
e cosi di mano in mano finché si giunga 
all’ ultimo OMZ , il quale ha il lato OM 3 
OP j se per tutt’ i punti P , Q , ife , , jS , 
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T, V, Z , M si fa passare una curva ; la figura 
pyMO dinoterà lo sviluppo della superficie cur- 
va del cono. Se nella superficie conica fusse trac- 
ciata una curva , espressa in projezione orizon- 
tale da ahed, per disegnarla nello sviluppo, bi- 
sogna in questo , esprimere gl’ incontri di essa 
curva con i rispettivi lati , EC , FC ec. Or la 
EC incontrando la curva nei punti a, c per de- 
terminare le vere lunghezze di Ca , Cc , si ta- 
glino Ke—Ca; Kf=XJc , c dai punti e, f innal- 
zate le perpendicolari , che incontrano la corri- 
spondente DL in g, h; saranno Dg , Dh le 
rette vere spettanti alle Ca , Cc. Se ora nella 
conveniente retta OP dello sviluppo si tagliano 
Oi-Dg; Ol=Dh , e lo stesso facendo per gl’ aU 
tri lati del cono appartenenti alla proposta cur- 
va ; segue, che per i punti ritrovati nello svilup- 

{ >o fatte passare le due curve imi, npo ( perchè 
a CE divide in due parti la curva abed) si sa- 
rà ritrovato ciò, che si cercava. 

PRÒBI.. XXXIII. 

143. Trovare lo sviluppo di una superjì- 
eie cilindrica. 

Non tratteremo il cilindro retto , a basi pa- 
ralelle , perchè lo sviluppo essendo eguale ad un 
rettangolo, del quale 1’ altezza è eguale al lato, 
e la base alla curva rettificata della base del ci- 
lindro, l’operazione è facilissima. 

Per rendere più semplice la costruzinue sup- 
porremo , che il cilindro a basi paralclle sia pa- 
ralello al piano di projezione verticale. 

Dinoti XY il foglio del disegno ; la^'r 4 I 

comune sezione ; CDE la curva della base ci- 
Geom. desc. 1 7 
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lindrica , esistente nel piano orizontale ; CF, GH 
le projezioni del lato generatore , colla circostau-* 
aa che CF è paralella ad 

Premesso quanto si è detto pel cono, siano 
C/ , /JiC ec. le parti eguali della curva CjDF , 
ogn’ una delle quali si può stimare linea retta , 
per i punti di divisione /, /C,ec : tirate le rette 
IL , KM ec. paralelle ed eguali al- lato CP , si 
sarà divisa la superficie cilindrica in molti paralel- 
logramini Isoperimetri , ma non equiangoli tra 
loro; per cui, alfine di trovare lo sviluppo , con- 
viene determinare la configurazione di ciascuno 
di essi, e situarli sul piano del disegno l’uno im- 
mediatamente all’altro^ con quell’ordine che ri- 
chiede la natura del cilindro. 

Supponendosi eseguito il taglio nel lato CF ; 
si tiri nel primo paralellogrammo CILP la dia- 
gonale FI , essendo la sua vera retta Ipo tcnusa 
di un triangolo rettangolo , del quale il cateto 
verticale è HN , 1’ altro orizontale è FI', taglia- 
ta perciò NO=FI, sarà OH la vera diagonale. 
Or i tre Iati veri : j^ppartenenti al triangolo FCl, 
essendo GII , OH , e CI, si costruisca il tri- 
angolo , c sia acb , del 'quale ac=GH , cb=OH 
cd ab=zCI; indi dal punto b condotta la bd e- 
gtiale, e paralella ad ac , si sarà costruito il 
primo vero paralellogrammo. Il secondo doven- 
do formarci sopra db, tirata nella projezione ori- 
zontale del secondo paralellogrammo IKML la 
diagonale KL , c fatta una simile costruzione , 
si descriverà il secondo vero paralellogrammo 
eseguendo lo stesso per tutti gl’ altri , se per i 
punti a, b , e si fa passare una curva , ed un’ 
altra per gl’ altri c, d,f, h, la figura aeghfs 
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rappresenterk Io sviluppo della superficie cilin- 
drica. 

Si noli , che le curve aeg , cfh risultano e- 
guali, e paralelle, perchè le basi del cilindro 
sono paralelle. 

ae nella superficie cilindrica srMrovasse trac- 
ciata una curva , si trasporterà nello sviluppo 
colio stesso iuetodo spiegato nei cono. 
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Oggetti della geometria descrìctiva. paragrafo f 

Per poter espnmcre in disegno tm ^rpo> conviene saper projsctare 
) punti f le linee , e le superficie a 



Velie diverse specie di linee , e superficie. 



, 'n si 









$1 distinguono tre genetali specie di linee. i / ^ 

Idem riguardo alle superficie 4 

Natura generale della superficie a semplice curvatura ». e sua prò- 
pricti diiiimiva, ' f ^ > 7 > 2 

Idem della superficie a doppia curvatura. * 9t io ‘ 

Schiarimeoti circa la proprietà delle superficie a doppia curva* 

“f*- . M, >» 

Numero, e ipecie generali di cult* le luperficie a semplice cur. 
vaturs. ' 

Avvertimento circa la bise di una supeilìcie a doppia curvatura, ** 
Generale classificiiioae della superficie a doppia curvatura ed 
vctcinieoto generale circa le superficie curve. 










Metodo di projettate. ' ' 

Circa qnaii oggetti si deve raggirare il maodo di projcuare. 



PAojtZiONt t>XL FVNTO. 



Eterna per cOnoKere quando retta decermloaca nello tpaaio la po« 
sisione di un punto » ed uUìjio risultato* i7 > > ip , sa , ii » si 

Posiiiooe particolare di ciascuno dei due piani di pnje^ione. 2$ 
Vantaggio che risulta dalla pluralità dei piani verticali di prò* 
jeiione. 24 

Nome dell’incontro dei due piani di projeixone* 2^ 

Come si projetea un punto. » « 2tf 

Delta projViione ortografica. *27.18 

In ebe modo i due piani di projeziooe si riducono ad un foto*. 34 
Proprietà delle due projeaioni di un punto. 30 

Come si conosce, se due punti tono projeaioni di un tolo. 
Distinzione dei piani dì projezione positivi, e negativi. 31 

Avvertimento circa il fnvto da etequirsi ocir abbassare il piano 
vercicale. }}, it 
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munilUNE DI ONA LINEA’. 



l>;te>miiiazionc tiguardance 
nellu spazio. 

yjjm di una linea retta. 



la posizione dì una curri 




esttccutk 
31 

3 < 

Proiezione di una curva. 37 » 

Una curva nello spazio i l’ incontro dì due snpetficie cilindriche 

rene , e le basi ne sono le proiezioni. _ . 

Aevcrtimento circa il numero delle perpendicolari , delle qaali si 
deve fare uso per citcenert le projezioni. > 4# 

Qualunque curva a doppia curvatura d sempre graficamence reteifi* * 

cabile. 4 1 

Proiezione di una linea retta. 4Z 

Massima , minima , e media proiezione dì una retta. ^ 

Jttem di una curva a semplice curvatura. 
77em"^3lTnnTuTvaTr3op£ta3urvatutF^ 





Proiezioni in un sol piano coordinato di due rette tra loro paralelle, 

« perpendicolari al detto piano. 47 

/Jim nel caso che dette rette sono parallele al piano. ^ 

JJem nella posizione obbliqiia al piano. 44 

Le proiezioni di due rette nello spazio , tra loro concorrenti , 
giairmai possono essere rappresentate da due punti. 50 

Proiezioni , in un sol piano , di due rette , che si trovano aefl* 
spazio, tra loto concorrenti, ma paralelle al detto piano. 51 

IJcm qualora il piano delle due dette tette i perpendicolare a 
quello di proiezione. 

X Idem allorché il detto piano è obbliquo a quello di projez.ione 5} 
Sr due rene nello spazio sono tra U>ro paralelle , qualunque piano, 
rciie passa per una di esse é paralello al corrispondente degl’ infiniti 
■ c!:C passarli per l’alno. 54 

• l’et una di due tette esistenti nello spazio , le quali sono in piani 
divèrsi j ttnn può passura , se non un solo piano , il quale 4 paralello 
ad uno di tinti gl' alni , che passano per la seconda retta. _ijj 
Proiezioni , in un solo piano coordinato , di due rette le quali si 
trovino in pieni diversi, nella ipotesi , che i due piani paralelli , 
passine! per dette rette , sono perpendicolari a quello di proje» 
xiope. . ' . . 

rrojezioni delle lopradetce posizioni delle rette in tutti e due i piani 
di projeziune. 57 » 58 1 S? , do , * 1 » da » *3 » ^4» *5 

EROZEZIONt rSLLE SUPERFICII, * 

Si specificano quali superficie si considereranno nel presente 

rotS’o. ! *d 

nBO’tZlONC DELLE SUPtRnclC PIAWt, 

Doppia Ipotesi della superficie piana. t -7 



t P 0 T E a I. 



ProJezViie di una superficie piana limitata. dft 

Rapporti tra la detta supeificie è la sua projeaiaoc. 
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frojczione delli nipcriieie |>iina infiniti. ■ 7 '^ 

Avvertimento circa gl’ incontri Jel piano infinito con t dje di 
pro^tiione. 7> 

ivometiclaturi dei detti incontri. ... , 

Altra maniera di proiettare le superficie piane infinite. 7; 

Si iKegna il modo cóme dal!a posuiune delle tracce »i c<itic«c>! 
quella del piano al quale appiriengonii. 74 » 75 > 7^ » 77 > 7^ 



PROIEZIONE DELLA fliPEIPIClE CONICA- 



Metodo generale per projectare una saperficic curva qualunque 
ftggetta però a generazione. 7:^ 


Proiezione delia «upeHicie conica infinita. 




Idem della superficie conica finiti. 


gl 


^ Avvercimetico circa questa proiezione. 


gl 


Idtm riguardo alla lecoada specie di generaaione 
geometria sèdida- 


spleg.sta nella 



PROIEZIONE DELLA SCPERTICIE CILINDRICA. 

' >rojezione della luperfìcie cilindrica infinita. J+ 

iitm della detta lupcrficie auppnua finita. 

Avvtitimaico riguardante l'altra generaaione della superficie ci- 

3 indrica , apiegata nella geometria solida. . gr! 

Prttrenia che passa tra la generazione della superficie conica e 
1* altra della niferficin cUindncaT I7 



PROiazioNE ■aiLA anpEiriciE eperica. 



Piveiae maniere di ptojettare la superficie sferica. 



it 



CAPO. 



JIL 



Siluriani di aUmi pntUati, 



Divisione del rimanente di questa scienza. (p 

Probi. I. Data nello spazio una retta terminata , ricavare dalle 

Jtojezioni la Stia vera lunghezza. $0 

Prob. II. Unta nello spazio una retta , trovare i suoi incomri con 
I due piad coorAnatr Jì 

Probi. Ili- Dato nello spazio nn piano mediante la pnaizione di tra 
aaai punti, li quali non siano in linea retta, trovare le tracce, gì, 9 t 
Probi. IV. Data nello spazio una retta, e fuori di essa un punto 
^ questo abbassargli una perpendicolare. W 

Probi. V. Far passare un piano per un punto non esittence ;a una 
retta, il quale a ^csia aia ptrpaawGoUn. tS 
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I. 



aSy 

Proli. XX.'Pcr un pnnre noft ciitentc nella supeifìcie «arra cì- 
lindnca far passere un piano» che sia a questa cangence. i2i 

Probi' XXI. Menare un plano tangente ad una superficie sferica » 
si quale passi per un pua:o in essa dato. ixa 

Probi XXU. Per una retta far passare un plano cangctfte alla 
superficie sferica. ii} > 134, 115 > i.i^»aa7 

Probi. Xxm. Date tre superficie sferiche mcuai loro un pianta 
tangente. > lail 

Probi. XXIV. Date quattro superficie sferiche era loro disuguaK 
troTarne una quinta» che sia tangente alle date. *s^ 

CAPO Y. 

DélU superficie tre loro st^rtu 

Triplice combmazioae di due superficie in riguardo alle loro ni- 

mre geneiali. r jo 

Mett^o generale per trovare rincontro di due Saperficie curve, im 
Avverciinemo. Tjt 

i^ivuiODc di questo capatolo in due partì. ijT 

F X a T a ^ 

Deir incontro di un piano con una superficie curve» 



Probi. XXV. Data una superficie curra contea » la quale verghi 
segata da un piano ; trovare le projeiioni del loro comune incontro. 1 ;4 
Probi. XXVI. Data la superficie di un Ellitcoide, cd un piano 
gante » trovare le projeziooi del loro comuae incontro. 

p X a T a u. 

^ Deli* incontro di due superficie cune, 

Probi. XXVII. Date due superficie coniche tra loro seganti trovare 
le projeaioni del loro comune incoocrn i;g 

Probi. XXVni. Date due superficie cilindriche tra loro seganti» 
descrivere le projeaioni del loro comune ineontro. 1I7 

Probi. XXI*X. Dace le mei» lupcrfìcie del Cono-Cunno . < 
anello sferico , le quali siano tra loro seganti : ctoTare le projeaioni 
del loro comune incontro. •}! 

Probi. XXX. Data una superficie sferica ed un altra cilindrica trai 
loro seganti . trovare le projeaioni del loro comune incontro* I Ì 9 
Probi. XXXI Data una piramide trian.niate infinita j trovare I* 
jsotiaimic di un piano , il quale formi in essa una sezione eguale ad 
un triangolo dato. 14. 



V-' 



ERRORI ESSENZIALI k CORREGERSI. 



gRRORJ 



p. 7 1. 


37 


nel muoversi ul), an- 
golo 


30 


33 


5i 


33 


38 


col quinto 


35 


36 


e nel piano orizon- 
tale 


4» 


9 


minore 


45 


li 


maggiore 


' 134 


31 


NMK 



CORRSZXOSt' 

nel muover» abbi» un ' ■' 
angolo ■> 

5o ’ 

col sesto 

e nel piano verticale ' 
maggiore 

minore ^ 

HMK 



N»t*. Si itn Ktivtrc al parl|rafo loS la 6g. tj, 

\ 
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